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Chapitre 1
Introduction
L’e´tude de la formation des structures constitutives de notre environnement
ionise´ et de leur dynamique occupe une place importante en physique spatiale. Le
syste`me solaire est balaye´ par un flot continu de particules charge´es (principalement
des e´lectrons et des protons) en provenance du Soleil : le vent solaire. Cet e´coulement
interagit avec tous les corps du syste`me solaire. En particulier, lorsque le vent solaire
rencontre une plane`te magne´tise´e, comme la Terre, les lignes de champ magne´tiques
sont de´forme´es en une gigantesque ”cavite´” comprime´e du coˆte´ jour et e´tire´e en une
longue queue du coˆte´ nuit : une magne´tosphe`re. Cet environnement est peuple´ de
diverses particules charge´es issues du vent solaire ou de l’ionosphe`re, et regroupe´es en
re´gions de densite´ et d’e´nergie diffe´rentes. L’ensemble constitue un milieu complexe et
tre`s dynamique, objet de nombreuses recherches tant the´oriques qu’expe´rimentales.
L’observation montre que les diffe´rentes re´gions de la magne´tosphe`re terrestre sont
se´pare´es par de minces interfaces. En partant du vent solaire, la premie`re inter-
face rencontre´e est le choc se´parant le flot supersonique et super-alfve´nique d’une
re´gion de plasma thermalise´ : la magne´togaine. Ensuite, la magne´topause, e´paisse de
quelques centaines de kilome`tres et s’e´tendant sur plusieurs rayons terrestres, se´pare
la magne´togaine de la magne´tosphe`re interne peuple´e de plasma d’origine essentielle-
ment ionosphe´rique et domine´e par le champ magne´tique terrestre. La magne´topause
est une surface de discontinuite´ du champ magne´tique dans laquelle circulent d’im-
portant courants e´lectriques. Une couche de courant assure donc la jonction entre
deux re´gions gouverne´es par des champs magne´tiques bien distincts. C’est une zone
privile´gie´e pour les e´changes de matie`re et d’e´nergie entre les diffe´rentes parties de la
magne´tosphe`re. De la meˆme manie`re, la zone centrale de la queue magne´tosphe´rique
peut eˆtre conside´re´e comme une fine couche de courant se´parant les deux lobes de la
magne´tosphe`re. C’est dans cette re´gion que se de´veloppent certains processus dyna-
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miques (les sous-orages) re´gissant l’ensemble de l’activite´ de la magne´tosphe`re. Par
leur roˆle dans les e´changes de matie`re et d’e´nergie et par leur dynamique propre,
les couches de courant sont donc un e´le´ment essentiel de tout environnement io-
nise´ et magne´tise´. Ces configurations magne´tiques s’observent assez commune´ment
dans le syste`me solaire, que ce soit dans des environnements aussi diffe´rents que l’at-
mosphe`re solaire ou la magne´tosphe`re de Jupiter. Dans le cas de la couronne solaire,
par exemple, les re´gions proches de l’e´quateur se caracte´risent par une structuration
magne´tique complexe re´sultant d’une juxtaposition de multiples boucles ou arches
coronales. Chacune de ces structures peut eˆtre conside´re´e comme une ou plusieurs
couches de courant. Leur dynamique est vraisemblablement a` la base de phe´nome`nes
e´ruptifs (”solar flares” par exemple). Par ailleurs, elles peuvent eˆtre le support d’os-
cillations de basse fre´quence potentiellement importantes pour expliquer le chauffage
de la couronne solaire. Dans un autre registre, la couche centrale du magne´todisque
de Jupiter peut eˆtre e´galement assimile´e a` une couche de courant, la ge´ome´trie est
alors diffe´rente (syme´trie cylindrique plutoˆt que syme´trie de translation). De manie`re
tre`s ge´ne´rale, on peut attendre de tout environnement magne´tise´ un peu complexe
qu’il soit structure´ par des couches de courant et rien n’empeˆche d’imaginer que des
processus dynamiques similaires vont se de´velopper dans toutes ces configurations.
Mes recherches ont porte´ sur l’e´tude de la re´ponse line´aire de ces structures a` des
perturbations exte´rieures pour en analyser :
1. les modes de propagation,
2. les processus d’e´change d’e´nergie qui en de´coulent.
Ce travail the´orique est comple´te´ par une analyse des donne´es des satellites cluster
qui permettent, pour la premie`re fois, une analyse tridimensionnelle de la dynamique
des couches.
De nombreuses observations de la couronne solaire et des couches frontie`res de
la magne´tosphe`re terrestre ont montre´ l’existence de perturbations basse fre´quence se
propageant le long des couches de courant emplies d’un plasma non homoge`ne. Par
basse fre´quence, nous entendons des oscillations dont la fre´quence est nettement plus
faible que la gyrofre´quence du proton ou, dans le cas pre´sent, dont les pe´riodes sont
supe´rieures a` quelques dizaines de secondes dans le cas pre´sent. La caracte´risation
de ces ondes peut nous renseigner sur le milieu dans lequel elles se propagent et
e´galement sur la manie`re dont elles ont e´te´ ge´ne´re´es. D’une fac¸on ge´ne´rale, lors-
qu’un syste`me physique, initialement en e´quilibre, est perturbe´ par un phe´nome`ne
exte´rieur, celui-ci re´agit en e´mettant des ondes dont la nature de´pend du syste`me
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et de l’excitateur. Par exemple, une onde sonore dans un fluide re´sulte d’un change-
ment de pression qui peut eˆtre provoque´ par des sources d’origines aussi diverses que
les vibrations des cordes vocales ou l’explosion d’une usine. Naturellement, l’e´nergie
ve´hicule´e par l’onde dans ces deux exemples n’est pas du meˆme ordre de grandeur
et les conse´quences d’une explosion sont bien plus a` redouter. Ne´anmoins, quelque
soit la nature de la source, la perturbation de pression se propage dans l’atmosphe`re
avec une vitesse qui ne de´pend que des caracte´ristiques de l’air, a` savoir de sa com-
position, de sa densite´ ou de sa tempe´rature. Si nous connaissons la nature du milieu
dans lequel ces ondes se propagent, nous pouvons donc pre´dire leur vitesse de propa-
gation ainsi que leur polarisation. Re´ciproquement, les ondes rece`lent de nombreuses
informations sur le milieu qui les supporte. Lorsque le syste`me est infini, la relation
entre la fre´quence et la longueur d’onde nous informe sur les proprie´te´s dispersives
du milieu. En revanche, lorsque le syste`me est d’extension limite´e, une excitation
exte´rieure engendre un ensemble d’ondes stationnaires, re´sultant de la superposition
d’oscillations sinuso¨ıdales a` des fre´quences bien particulie`res : les modes propres. Les
fre´quences propres ne de´pendent pas de l’excitateur exte´rieur, elles sont fonction de
la ge´ome´trie du syste`me et du milieu de propagation. Par contre, l’excitateur agit sur
l’amplitude de ces diffe´rents modes. En particulier, un phe´nome`ne de re´sonance ap-
paraˆıt quand l’excitateur oscille lui-meˆme a` une fre´quence appartenant au spectre du
syste`me. D’une manie`re ge´ne´rale, on peut conside´rer l’e´tude des modes de vibrations
line´aires d’un milieu comme un moyen d’analyse :
1. des proprie´te´s locales du milieu (tempe´rature, densite´, composition ...),
2. de sa ge´ome´trie et de sa non homoge´ne´ite´,
3. de ses conditions aux limites,
4. des me´canismes qui les ont excite´es (couplage du milieu propagatif avec l’exci-
tateur).
Par ailleurs, les ondes transportent de l’e´nergie et de la quantite´ de mouvement.
Nous verrons que dans un milieu non homoge`ne, la propagation peut s’accompagner
d’une dissipation d’e´nergie. Ce volet e´nerge´tique de l’e´tude de la propagation sera
une des motivations importantes de mon travail. Il s’agit en effet de l’analyse des
processus dissipatifs dans les plasmas sans collisions qui constitue une des the´matiques
essentielles de cette discipline.
Une couche de courant peut eˆtre conside´re´e comme un syste`me re´sonant couple´
a` un excitateur exte´rieur. Les diverses oscillations observe´es dans ces couches cor-
respondent aux modes propres du syste`me. Dans un plasma, il existe une classe
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particulie`re d’ondes qui diffe`rent a` la fois des ondes sonores purement compression-
nelles, et des ondes e´lectromagne´tiques purement transversales. On les appelle ondes
magne´tohydrodynamiques (ondes MHD en abre´ge´). Dans un plasma homoge`ne de
champ magne´tique uniforme, ces ondes se divisent en trois modes distincts : l’onde
d’Alfve`n transversale et les modes magne´tosonores, lent, et rapide. Ces modes se dis-
tinguent en particulier par le diagramme de leur vitesse de groupe (cf. annexe A).
En revanche, dans un plasma non homoge`ne, la vitesse d’Alfve`n varie dans l’espace
et ces trois modes se couplent entre eux. La non homoge´ne´ite´ du milieu est alors a`
l’origine de deux phe´nome`nes physiques importants, dont il sera longuement question
dans ce me´moire : le me´lange de phase et l’absorption re´sonante. Ces deux processus
jouent un roˆle essentiel dans les e´changes e´nerge´tiques entre les ondes et les parti-
cules constitutives du plasma. En particulier, ils conduisent a` un transfert d’e´nergie
des ondes vers le plasma, soit en favorisant la croissance de forts gradients, soit en
”canalisant” l’e´nergie des ondes dans des petites re´gions de l’espace. La conversion
de l’e´nergie en chaleur ou en e´nergie cine´tique re´cupe´re´e par les particules est assure´e
par la pre´sence de re´sistivite´ lorsque le plasma est collisionnel. Cependant, meˆme en
l’absence de collisions binaires, la dissipation d’e´nergie peut eˆtre re´alise´e par le jeu de
processus non line´aires ou d’interactions cine´tiques avec les particules du plasma. On
dispose ainsi de deux moyens de chauffage du plasma par les ondes. Le chapitre 3 pro-
pose une e´tude analytique de ces deux phe´nome`nes dans une situation un peu e´loigne´e
de la physique spatiale, celle d’un condensateur empli d’un die´lectrique non homoge`ne
et alimente´ par divers courants variables. Cependant, les techniques mathe´matiques
ainsi que l’interpre´tation des phe´nome`nes physiques mis en jeu y sont expose´es en
de´tail et seront utiles dans la compre´hension des processus existant dans la physique
magne´tosphe´rique.
Le proble`me du couplage des modes MHD dans un plasma non homoge`ne
est un proble`me important de la physique des plasmas qui de´passe largement le
cadre de la physique spatiale. Il s’agit en fait de de´crire la re´ponse line´aire d’un
syste`me certes ide´alise´ (emploi des e´quations MHD) mais qui conserve la spe´cificite´
de son he´te´roge´ne´ite´ et de ses conditions aux limites. Historiquement, la question
s’est pose´e au sein de la communaute´ des physiciens nucle´aires. Pour initier une
re´action de fusion thermonucle´aire, il faut porter le milieu re´actionnel compose´ d’un
plasma non homoge`ne d’hydroge`ne et d’he´lium a` des tempe´ratures tre`s e´leve´es, de
l’ordre du million de K. L’excitation re´sonante des ondes d’Alfve`n constitue une voie
possible pour ce chauffage (Tataronis et Grossmann, 1973 ; Tataronis, 1975). Pour
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ce faire, un syste`me de courants e´lectriques circule autour du plasma, engendrant
une onde e´lectromagne´tique dont la vitesse de phase correspond a` une des vitesses
d’Alfve`n du milieu. Une onde d’Alfve`n entre alors en re´sonance dans une zone tre`s
restreinte du syste`me. L’e´nergie de l’onde e´lectromagne´tique excitatrice s’accumule
dans cette re´gion ou` elle est convertie en chaleur. Paralle`lement, les physiciens solaires
ont e´mis l’ide´e que ce phe´nome`ne de couplage re´sonant pouvait eˆtre a` l’origine du
chauffage de la couronne solaire (Ionson, 1978). Enfin, dans le cadre de la physique
magne´tosphe´rique, les pulsations magne´tiques observe´es au sol pourraient e´galement
provenir du meˆme phe´nome`ne (Southwood et Kivelson, 1990, et les re´fe´rences in-
cluses). Le chapitre 2 reprend en de´tails ces diffe´rentes e´tudes, qui ont jusqu’a` pre´sent
e´te´ mene´es inde´pendamment les unes des autres.
Par ailleurs, l’e´tude des perturbations basse fre´quence dans la magne´tosphe`re
terrestre, outre son inte´reˆt the´orique e´vident, devient une ne´cessite´ depuis le succe`s
de la mission cluster ii lance´e en juillet et aouˆt 2000. En effet, cette expe´rience
est compose´e de quatre satellites identiques charge´s, entre autres, d’e´tudier la struc-
ture tridimensionnelle des perturbations se propageant dans les couches frontie`res de
la magne´tosphe`re terrestre (magne´topause et queue magne´tique). Elle constitue une
approche totalement nouvelle dans l’histoire de l’exploration spatiale. Jusqu’alors les
missions spatiales constitue´es d’un seul satellite ne pouvaient re´aliser que des me-
sures en un point donne´ et a` un instant donne´. Avec l’ave`nement de cluster, nous
disposons de quatre mesures simultane´es des principaux parame`tres du plasma en
diffe´rents points de la magne´tosphe`re. Il est de ce fait possible d’analyser la pro-
pagation de perturbations dans les trois dimensions de l’espace. Le CESR a pris
une part importante dans la conception, la re´alisation et le suivi de cette mission
(institut PI du spectrome`tre ionique CIS). C’est donc dans ce contexte que s’ins-
crit mon travail de recherche. Afin d’aider l’interpre´tation des donne´es issues de
cette mission, nous avons construit un cadre the´orique de´crivant la re´ponse d’une
couche de courant a` une perturbation d’origine exte´rieure dans l’approximation de la
magne´tohydrodynamique line´aire. Bien que la me´thode d’approche soit tre`s ge´ne´rale,
l’e´tude se concentre sur la queue magne´tosphe´rique terrestre. Le chapitre 4 de´veloppe
le formalisme mathe´matique ne´cessaire a` la re´solution de ce proble`me aux valeurs
initiales. De manie`re tre`s classique, nous commenc¸ons par line´ariser le syste`mes
d’e´quations de la MHD pour en extraire une e´quation diffe´rentielle a` coefficients
non constants par la technique de la transforme´e de Fourier-Laplace. La recherche
de la fonction de Green du proble`me constitue l’e´tape suivante du raisonnement.
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Enfin, nous reconstruisons comple`tement le signal spatio-temporel re´sultant de l’ex-
citation exte´rieure. Cette dernie`re e´tape n’est que tre`s rarement pre´sente´e dans la
litte´rature. Elle est cependant indispensable dans une confrontation avec les donne´es
cluster, car elle permet une discussion des amplitudes des diverses fluctuations et
ainsi d’e´valuer la quantite´ d’e´nergie de´pose´e dans le syste`me. Le chapitre 5 applique
les re´sultats pre´ce´dents a` la de´termination des modes propres discrets de la queue
magne´tosphe´rique terrestre, mode´lise´e par une couche de Harris. Nous de´terminons
les fre´quences propres ainsi que la structure spatiale des modes. En choisissant un
excitateur particulier, en l’occurrence un pulse de pression, nous calculons la re´ponse
de la queue dans ce domaine de fre´quence. Cependant la non homoge´ne´ite´ du plasma
fait apparaˆıtre en outre un spectre continu de fre´quences propres, lie´ au couplage des
modes MHD discute´ plus haut. La reconstruction du signal sur ces modes continus est
l’objet du chapitre 6. Les singularite´s mathe´matiques associe´es a` ce phe´nome`ne y sont
clairement mises en e´vidence. L’ensemble de ces travaux the´oriques a fait l’objet de
deux publications jointes en annexes. Dans un dernier chapitre (7), nous pre´sentons
une analyse de donne´es cluster concernant les oscillations observe´es dans la queue
magne´tosphe´rique le 22 aouˆt 2001. Ce travail doit ne´anmoins eˆtre conside´re´ comme
une analyse pre´liminaire. Il illustre la complexite´ des processus dynamiques suscep-
tibles de se de´velopper dans les couches de courant. Nous verrons en particulier que
si certains phe´nome`nes sont sans doute descriptibles par les me´thodes mises en place
dans les chapitres the´oriques de cette the`se, d’autres y e´chappent totalement. C’est,
au final, un des apports importants de ce travail : une classification claire, fonde´e
sur l’observation, des processus relevant d’une description MHD classique et ceux qui
ne´cessiteront des me´thodes plus e´labore´es. En ce sens, c’est e´videmment un point de
de´part pour de futurs de´veloppements.
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Chapitre 2
Les couches de courant dans le
syste`me solaire
2.1 Omnipre´sence des couches de courant
2.1.1 Le cas de la couronne solaire
L’atmosphe`re du Soleil est divise´e en trois couches distinctes : la photosphe`re,
la chromosphe`re et la couronne. La photosphe`re est la surface visible du Soleil. C’est
une couche tre`s mince de quelques centaines de kilome`tres d’e´paisseur, constitue´e d’un
plasma de densite´ de l’ordre de 1023 m−3 et de tempe´rature voisine de la tempe´rature
effective du Soleil, soit 5800 K. L’observation de la photosphe`re en lumie`re visible fait
apparaˆıtre une structure granulaire provenant de larges mouvements de convection
dans la zone convective sous-jacente.
La chromosphe`re est une couche de l’ordre de 2 500 km d’e´paisseur situe´e au des-
sus de la photosphe`re. Sa densite´ chute a` 1017 m−3 et sa tempe´rature atteint 2.104 K.
Elle est transparente en lumie`re visible mais elle re´ve`le des structures complexes et
actives dans la raie α de l’hydroge`ne. On y distingue notamment des points brillants,
zones de champ magne´tique intense et des filaments sombres appele´s e´galement pro-
tube´rances.
La partie la plus externe de l’atmosphe`re solaire s’appelle la couronne. Par
l’interme´diaire du vent solaire, elle s’e´tend en fait dans tout le syste`me solaire jusqu’a`
l’he´liopause. Cependant, nous nous concentrerons dans ce paragraphe sur la couronne
proche du Soleil, caracte´rise´e par une densite´ avoisinant 1015 m−3 et une tempe´rature
extreˆmement e´leve´e, de l’ordre de 2 millions de K. L’augmentation importante de la
tempe´rature dans la couronne a e´te´ de´couverte dans les anne´es 1940 et reste encore
une e´nigme de nos jours. En raison du flux lumineux intense en provenance de la
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Fig. 2.1 Photographie de la couronne solaire prise par le satellite yohkoh dans le
spectre des X doux
photosphe`re, la couronne solaire ne peut s’observer directement en lumie`re blanche.
Il est ne´cessaire d’attendre une e´clipse ou d’utiliser un coronographe pour occulter
comple`tement le disque solaire. En revanche, la couronne solaire s’observe entie`rement
dans le domaine des rayons X doux.
La photographie 2.1 prise par le satellite japonais yohkoh de la mission soho
re´ve`le la complexite´ et l’importance des structures controˆle´es par le champ magne´-
tique. D’immenses arches de matie`re de longueur typique de l’ordre de plusieurs
centaines de milliers de kilome`tres surplombent la chromosphe`re. On les appelle
boucles magne´tiques coronales. Elles contiennent du plasma chaud et dense confine´
par le champ magne´tique. C’est de ces re´gions de structure magne´tique complexe,
ge´ne´ralement situe´es au niveau de l’e´quateur que s’e´chappe le vent solaire lent. A
d’autres endroits, on observe des zones sombres appele´es trous coronaux. Ils corres-
pondent en fait a` des re´gions de matie`re plus froide et moins dense ou` les lignes de
champ magne´tiques sont ouvertes. C’est dans ces trous coronaux que le vent solaire
rapide est ge´ne´re´. Ils s’observent plutoˆt dans les re´gions de haute latitude.
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Dans le cadre de notre travail, nous conside´rerons que les boucles coronales sont
essentiellement des exemples de structures de courant assimilables a` des nappes mo-
nodimensionnelles emplies d’un plasma aux caracte´ristiques nettement diffe´rentes de
celles du milieu externe. Cette image de yohkoh illustre de manie`re particulie`rement
frappante la pre´sence ge´ne´ralise´e des couches de courant dans l’environnement solaire.
Nous allons voir maintenant que des structures similaires existent dans l’environne-
ment terrestre.
2.1.2 Le cas de la magne´tosphe`re terrestre
Interaction entre le vent solaire et le champ magne´tique terrestre Le vent
solaire est constitue´ d’un plasma de protons et d’e´lectrons – avec une petite proportion
d’he´lium ionise´ de l’ordre de 5% – en expansion radiale de la photosphe`re vers le milieu
interplane´taire. A une distance du Soleil de 1 U.A., la densite´ du vent solaire varie
de 5 a` 10 particules par cm−3, sa vitesse pratiquement radiale avoisine 450 km/s
et la tempe´rature des composants ioniques et e´lectroniques est de l’ordre de 105 K
ou 10 eV (Hundhausen, 1995). Comme la vitesse du son dans les conditions de cet
e´coulement est de l’ordre de 50 km/s et la vitesse d’Alfve`n avoisine 40 km/s, le vent
solaire est nettement supersonique et super-alfve´nique.
Par ailleurs, le vent solaire entraˆıne dans son mouvement le champ magne´tique
interplane´taire. On dit que ce dernier est gele´ dans le plasma : les tubes de champ
se de´placent et se de´forment au gre´ des mouvements du vent solaire. L’e´jection des
particules du vent solaire combine´e a` la rotation de l’e´toile impriment une forme par-
ticulie`re aux lignes du champ interplane´taire : la spirale de Parker (Parker, 1963).
L’orientation du champ magne´tique est globalement contenue dans le plan de l’e´clip-
tique avec un angle de 45o par rapport a` l’axe Soleil-Terre au niveau de l’orbite
terrestre ; son intensite´ est de l’ordre de 5 nT. Cependant, en raison de la dynamique
interne du Soleil et des he´te´roge´ne´ite´s de sa surface, le champ magne´tique inter-
plane´taire posse`de une petite composante nord-sud qui joue un roˆle essentiel dans le
couplage entre le vent solaire et la magne´tosphe`re terrestre.
Graˆce a` son champ magne´tique propre, la Terre constitue un obstacle efficace a`
l’e´coulement du vent solaire et nous prote`ge ainsi de ce flux e´nerge´tique de particules
charge´es. En effet le plasma du vent solaire ne peut pas pe´ne´trer le champ magne´tique
terrestre, il est au contraire de´vie´ le long des lignes de champ, tel un jet d’eau contre
une paroi imperme´able. En retour la topologie externe du champ magne´tique terrestre
est de´forme´e en une cavite´ comprime´e du coˆte´ jour et e´tire´e en une longue queue
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du coˆte´ nuit, atteignant des distances supe´rieures a` 1000 rayons terrestres. Cette
structure fortement magne´tise´e et essentiellement vide, mise a` part quelques re´gions
particulie`res ou` la densite´ augmente fortement, est appele´e magne´tosphe`re.
La figure 2.2 repre´sente un sche´ma ge´ne´ral de la magne´tosphe`re terrestre. Nous
allons brie`vement de´crire les diffe´rentes partie de cette structure (Lilensten et Blelly,
1999) :
Fig. 2.2 Sche´ma de la magne´tosphe`re terrestre
Les zones frontie`res correspondent aux re´gions d’interaction du vent solaire avec
le champ magne´tique terrestre. Elles comprennent le choc (ou bow-shock), la magne´to-
gaine (ou magnetosheath, sur la figure 2.2 en bleu fonce´), la magne´topause et les
cornets polaires (ou cusp).
Par rapport a` l’obstacle magne´tosphe´rique, le vent solaire est supersonique et
une onde de choc stationnaire se de´veloppe donc en amont de la magne´tosphe`re (voir
par exemple Cravens, 1997, pour une discussion qualitative du choc). Le ”nez” du
choc se situe a` environ 13 rayons terrestres sur l’axe Terre-Soleil. Le choc est une
re´gion de thermalisation du vent solaire incident. A travers le choc, la vitesse du
vent solaire passe de 400 km/s a` 100 km/s. Paralle`lement, la tempe´rature du plasma
augmente brusquement de 105 K a` 2.106 K. Ce milieu chaud et peu magne´tise´ de´finit
la magne´togaine. Cette re´gion correspond donc au plasma du vent solaire ralenti
et chauffe´ par le choc, qui contourne la plane`te en emportant avec lui le champ
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magne´tique interplane´taire.
Le vent solaire exerce sur le champ ge´omagne´tique une pression essentielle-
ment cine´tique ; en retour le champ magne´tique terrestre exerce une pression d’origine
magne´tique sur le vent solaire. Le lieu d’e´quilibre entre ces deux pressions s’appelle
la magne´topause. Sa forme et sa position de´pendent fortement des proprie´te´s du
vent solaire. En avant de la magne´tosphe`re, elle est situe´e a` une distance moyenne
de dix rayons terrestres (Cravens, 1997 ; Walker et Russell, 1995) ; en aval de la
Terre, elle de´limite les dimensions de la queue magne´tique qui semble s’e´vaser jus-
qu’a` un diame`tre de 20 a` 30 rayons terrestres. Par ailleurs, la magne´topause est une
couche de courant se´parant le plasma de la magne´togaine faiblement magne´tise´, du
plasma magne´tosphe´rique controˆle´ par le champ magne´tique terrestre. La figure 2.3
repre´sente sche´matiquement comment un courant e´lectrique est ge´ne´re´ au niveau de
la magne´topause. Les particules charge´es provenant du vent solaire sont de´vie´es dans
la direction oppose´e par le champ magne´tique terrestre sous l’effet de la force de
Lorentz. Comme les particules ne sont pas de´vie´es de la meˆme fac¸on selon le signe
de leur charge, il en re´sulte l’existence d’un courant circulant le long de la couche
frontie`re.
Fig. 2.3 Sche´ma montrant l’apparition d’un courant circulant le long de la
magne´topause suite a` la de´flexion des particules du vent solaire (adapte´e de Cra-
vens (1997))
Courant
Magne´tosphe`re
Vent solaire
p+
e−
B = 0
P=0
B
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Enfin, les cornets polaires sont situe´s au niveau des poˆles nord et sud de la Terre.
Ils correspondent a` des re´gions ou` les lignes du champ ge´omagne´tique sont ouvertes.
Les particules du vent solaire peuvent alors pe´ne´trer dans la haute atmosphe`re et
interagissent avec les mole´cules neutres pour donner naissance aux spectaculaires
aurores polaires.
La magne´tosphe`re interne est la re´gion de la magne´tosphe`re la plus proche de
la plane`te. Elle contient principalement la plasmasphe`re (en bleu clair sur la figure
2.2) et les ceintures de radiations de Van Allen. Elle est domine´e par le champ
magne´tique terrestre de topologie approximativement dipolaire. La plasmasphe`re,
entourant la Terre et s’e´tendant sur quelques rayons terrestres, renferme du plasma
dense et froid d’origine ionosphe´rique. A l’exte´rieur de la plasmasphe`re circulent des
particules e´nerge´tiques : les ceintures de Van Allen. Ces particules sont pie´ge´es par
la topologie particulie`re des lignes de champ en forme de bouteille magne´tique.
La magne´tosphe`re externe , enfin, est constitue´e de la longue queue dans laquelle
se coˆtoient deux entite´s distinctes : les lobes (en blanc) et la couche de plasma (ou
plasma sheet ou encore current sheet, en jaune). Sa frontie`re avec la magne´topause
forme le manteau de plasma (en vert).
Les lobes sont caracte´rise´s par un champ magne´tique quasiment paralle`le au
plan de l’e´cliptique et d’intensite´ constante de l’ordre de 25 nT. Ils sont emplis d’un
plasma tre`s te´nu de densite´ infe´rieure a` 0.1 particules par cm−3. Dans le lobe nord, le
champ magne´tique est oriente´ vers la Terre alors que dans le lobe sud, il est oriente´
vers la queue.
La couche de plasma est une mince couche de plasma chaud (T ≃ 1 keV) s’e´ten-
dant dans le plan me´dian de la queue magne´tique jusqu’a` des distances supe´rieures a`
mille rayons terrestres. Son e´paisseur varie de quelques milliers a` quelques dizaines de
milliers de kilome`tres et de´pend fortement de l’activite´ magne´tosphe´rique. L’origine
de ce plasma est diverse : une partie provient de l’ionosphe`re, une autre partie e´mane
du manteau de plasma ou` les particules du vent solaire peuvent pe´ne´trer a` l’inte´rieur
de la cavite´. Au centre du feuillet se situe la couche neutre ou` le champ magne´tique
change de sens et il n’y subsiste plus qu’une petite composante transversale. Pour
assurer cette topologie tre`s e´tire´e des lignes de champ, un fort courant e´lectrique
circule a` travers la queue (dans une direction perpendiculaire au plan de la figure 2.2)
de l’aube vers le cre´puscule. Cette re´gion se caracte´rise donc par une accumulation
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d’e´nergie magne´tique. Elle soutient l’ensemble de la structure magne´tique de´finie par
les lobes.
En conclusion, les observations de la couronne solaire et l’exploration spatiale de
la magne´tosphe`re (qui peut eˆtre ge´ne´ralise´e aux magne´tosphe`res des autres plane`tes)
font apparaˆıtre l’existence d’une structuration importante des milieux ionise´s. Il en
ressort en particulier que les couches de courant jouent un roˆle fondamental dans
cette structuration et plus ge´ne´ralement dans la dynamique de ces milieux. Nous
allons voir maintenant qu’aussi bien le feuillet de plasma que les arches coronales
sont des lieux d’e´ve´nements e´ruptifs en grande part similaires qui mettent en jeu
d’e´normes quantite´s d’e´nergie.
2.2 E´ve´nements e´ruptifs dans les couches de cou-
rant
La dynamique de la magne´tosphe`re terrestre est re´gie par un phe´nome`ne specta-
culaire qui affecte l’ensemble de la cavite´ : le sous-orage. On de´signe ainsi la se´quence
d’e´ve´nements qui se produisent lors de la dissipation brutale de l’e´nergie magne´tique
emmagasine´e dans la magne´tosphe`re lorsque le champ magne´tique interplane´taire est
dirige´ vers le sud. Les sous-orages sont des phe´nome`nes fre´quents – on peut en ob-
server plusieurs par jour – et durent typiquement quelques dizaines de minutes. Il est
habituel de de´composer un sous-orage en trois phases successives :
1. la phase de croissance correspond a` l’accumulation de l’e´nergie en provenance
du vent solaire dans la queue magne´tosphe´rique,
2. la phase d’expansion pendant laquelle le sous-orage se de´veloppe. Elle corres-
pond a` la libe´ration de l’e´nergie stocke´e dans la phase pre´ce´dente,
3. la phase de recouvrement au cours de laquelle la magne´tosphe`re retrouve sa
configuration initiale.
Les sous-orages apparaissent comme un phe´nome`ne fondamental de la physique ma-
gne´tosphe´rique mais aussi l’un des plus controverse´s. Plusieurs me´canismes ont e´te´
propose´s pour les interpre´ter (Cravens, 1997 ; McPherron, 1995). Leur principe est
d’expliquer la dissipation du courant qui de´finit la structure meˆme de la nappe de cou-
rant. Nous n’entrerons pas plus dans les de´tails des sous-orages car ils ne constituent
pas le sujet de cette the`se. Nous voulons simplement souligner ici que ces phe´nome`nes
prennent une part importante dans l’activite´ magne´tosphe´rique. De manie`re ge´ne´rale,
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ils affectent profonde´ment l’e´quilibre global de la magne´tosphe`re en modifiant la topo-
logie des lignes de champ et la circulation des courants et du plasma dans la structure.
Il est cependant inte´ressant de remarquer que des phe´nome`nes similaires se pro-
duisent dans la couronne solaire. Il s’agit des e´ruptions solaires dont la manifestation
optique est l’e´mission intense de rayonnements X et UV (raie Hα). La` encore, on
peut de´composer la se´quence d’e´ve´nements lie´s a` une e´ruption solaire en trois phases
distinctes (Priest, 1994) :
1. croissance lente d’une protube´rance confine´e a` l’inte´rieur d’une arcade magne´-
tique due a` un de´se´quilibre ou a` une instabilite´ dans la chromosphe`re,
2. de´clenchement de l’explosion : les lignes de champ sont e´tire´es et emmagasinent
de l’e´nergie jusqu’a` se briser et se reconnecter. L’e´nergie est alors libe´re´e de
fac¸on brutale en rayonnements et en e´nergie cine´tique,
3. phase principale au cours de laquelle le processus de reconnexion magne´tique
se poursuit, la protube´rance continue a` s’e´lever.
Les e´ruptions solaires et les sous-orages sont donc des phe´nome`nes de grande ampleur.
Cependant, pendant les pe´riodes ”calmes”, on observe souvent des perturbations basse
fre´quence dont les amplitudes sont plus modestes. Contrairement aux processus im-
plique´s dans les sous-orages et e´ruptions qui affectent la structure globale de la couche
de courant, ces oscillations peuvent s’interpre´ter dans le cadre de la the´orie line´aire
des perturbations. Nous verrons plus loin que ces oscillations prennent une part im-
portante dans les processus d’e´change d’e´nergie. Le paragraphe suivant effectue un
survol des diverses e´tudes touchant a` ce sujet.
2.3 Dynamique line´aire des couches de courant
2.3.1 Le chauffage de la couronne solaire
Le me´canisme de chauffage de la couronne solaire n’a pas encore e´te´ totalement
e´lucide´ et il constitue un des proble`mes importants de la physique solaire. Il y a une
vingtaine d’anne´es, on pensait que le champ magne´tique a` la surface du Soleil e´tait
tre`s faible (de l’ordre de 10−4 T) et que le chauffage de la couronne e´tait assure´ par
des ondes acoustiques en provenance de la photosphe`re. Mais les mesures effectue´es
depuis avec les satellites Skylab, Yohkoh ou SMM ont profonde´ment modifie´ cette
vision. En particulier le flux d’e´nergie acoustique n’est pas suffisant pour expliquer la
tempe´rature e´leve´e de la couronne (Athay et White, 1978).
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Ainsi, il est maintenant largement admis que le champ magne´tique joue un
roˆle essentiel dans ce processus. Du fait de la conductivite´ e´leve´e du plasma photo-
sphe´rique, les lignes de champ magne´tique sont solidement ancre´es dans la photo-
sphe`re, si bien que les pieds des boucles sont contraints de suivre les mouvements
de convection de la photosphe`re. Plusieurs sce´narios ont e´te´ propose´s pour expliquer
le chauffage des boucles selon la rapidite´ des mouvements convectifs. Lorsque les
mouvements sont lents par rapport au temps de propagation d’une onde d’Alfve`n
le long d’une boucle, les lignes de champ s’entortillent et il a e´te´ sugge´re´ que la
libe´ration de l’e´nergie magne´tique en chaleur s’effectue via le phe´nome`ne de recon-
nection magne´tique (Parker, 1972). En revanche, lorsque les mouvement des pieds
sont plus rapides, des ondes magne´tohydrodynamiques sont engendre´es a` la base des
boucles et se propagent le long des lignes de force jusqu’a` l’autre extre´mite´ de la
boucle ou` elles sont re´fle´chies. De telles oscillations ont e´te´ reporte´es dans les spectres
X par Saba et Strong (1991). Une boucle coronale peut donc eˆtre conside´re´e comme
une cavite´ re´sonante supportant un syste`me d’ondes stationnaires a` des fre´quences
bien pre´cises (Hollweg, 1984, 1987). L’e´nergie de ces ondes peut alors eˆtre convertie en
chaleur par les me´canismes d’absorption re´sonante ou de me´lange de phase. Ces deux
phe´nome`nes sont en fait issus du meˆme processus mais apparaissent diffe´remment
selon les circonstances. Supposons que la vitesse d’Alfve`n ne varie que selon une di-
rection (0x), deux plans voisins perpendiculaires a` x supportent des ondes d’Alfve`n se
propageant a` des vitesses le´ge`rement diffe´rentes. Il en re´sulte que ces ondes vont subir
un de´phasage croissant au cours de leur propagation. Les perturbations magne´tiques
associe´es pre´senteront alors de forts gradients qui correspondent a` la formation lo-
cale de courants qui, en pre´sence de re´sistivite´ dans le milieu, seront dissipe´s. Dans un
plasma sans collisions binaires, la dissipation peut eˆtre re´alise´e par le jeu de processus
non line´aires ou d’interactions avec les particules constitutives du plasma. On parle
alors de me´lange de phase (Heyvaerts et Priest, 1983). Mais un autre me´canisme peut
e´galement agir. Lorsqu’un excitateur engendre des ondes magne´toacoustiques rapides
avec un vitesse de phase de valeur e´gale a` l’une des vitesses d’Alfve`n vA(x0), une
re´sonance apparaˆıt sur la surface magne´tique x = x0 concerne´e. De l’e´nergie initia-
lement de´pose´e sur le mode rapide se transmet continuˆment vers le mode d’Alfve`n
re´sonant. L’e´nergie va donc s’accumuler localement et sera dissipe´e par les processus
e´voque´s plus haut. Le sche´ma 2.4 illustre ces deux phe´nome`nes de manie`re qualitative.
En exploitant l’analogie mathe´matique existant entre les oscillations e´lectrosta-
tiques dans les plasmas froids (Sedlacek, 1971) et la propagation des ondes d’Alfve`n
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Fig. 2.4 Sche´ma qualitatif illustrant les phe´nome`nes de me´lange de phase (a) et
d’absorption re´sonante (b). Sur le sche´ma (a), on observe la distorsion des fronts
d’ondes avec apparition de gradients dans la zone de non homoge´ne´ite´. Sur le sche´ma
(b), l’e´nergie initialement re´partie dans tout l’espace se concentre autour de la ligne
de re´sonance.
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dans les plasmas incompressibles, Ionson (1978) fut le premier a` proposer un mode`le
de chauffage des boucles coronales par absorption re´sonante d’ondes d’Alfve`n. La non
homoge´ne´ite´ du plasma a` l’inte´rieur des boucles est a` l’origine d’un spectre continu de
fre´quences d’Alfve`n. Lorsqu’une onde magne´tosonore rapide incidente sur la boucle
oscille a` une fre´quence du continuum, une onde d’Alfve`n infiniment localise´e entre
en re´sonance impliquant une accumulation d’e´nergie sur de petites e´chelles, ou` la
dissipation effective d’e´nergie peut avoir lieu (Rae et Roberts, 1981 ; Lee et Roberts,
1986). Cette construction des petites e´chelles a e´te´ clairement mise en e´vidence par
un mode`le nume´rique propose´ par Cally (1991). Au chapitre 3, nous reviendrons plus
en de´tail sur ce processus important dans un contexte diffe´rent.
Poedts et al. (1989) ; Steinolfson et Davila (1993) ; Wright et Rickard (1995) ont
pre´sente´ des simulations nume´riques re´ve´lant que des excitations late´rales des boucles
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sont bien plus efficaces si leur fre´quence correspond a` la fre´quence d’un mode global
de la boucle situe´e dans le continuum d’Alfve`n. Poedts et al. (1994) a montre´ que
le processus de chauffage par absorption re´sonante peut eˆtre tre`s rapide et impliquer
une quantite´ de chaleur importante par rapport a` l’e´nergie totale emmagasine´e dans
la boucle. A part les excitations late´rales, les ondes re´sonantes d’Alfve`n peuvent
e´galement se de´velopper sous l’effet d’ondes MHD initie´es a` l’inte´rieur des boucles,
comme par exemple les mouvements de convection rapides des pieds. Selon Tirry
et al. (1997), ce me´canisme interne jouerait un roˆle dominant dans le chauffage de
la couronne. L’absorption re´sonante d’e´nergie peut alors eˆtre re´alise´e soit en excitant
directement des ondes d’Alfve`n par des mouvements azimutaux des pieds (Heyvaerts
et Priest, 1983 ; Berghmans et al., 1996), soit par couplage du mode rapide et du mode
d’Alfve`n dans le cas d’une excitation par des mouvements polarise´s radialement (Tirry
et al., 1997 ; de Groof et al., 2002a,b).
Ainsi, le processus d’absorption re´sonante d’ondes d’Alfve`n s’ave`re eˆtre un bon
moyen pour expliquer le chauffage de la couronne solaire. Cependant il reste a` confir-
mer par des observations l’existence de ces ondes magne´tohydrodynamiques dans les
boucles coronales. De plus un travail the´orique important reste a` fournir. Jusqu’a`
pre´sent, le traitement mathe´matique de l’excitation des ondes MHD par les mouve-
ments convectifs des pieds des boucles repose sur de nombreuses hypothe`ses : mouve-
ment particulier des pieds, e´quilibre unidimensionnel des boucles souvent mode´lise´es
par une simple couche rectiligne ou par un tube cylindrique. Enfin, la turbulence de la
couronne ainsi que des effets non line´aires doivent e´galement jouer un roˆle important
dans ce chauffage.
2.3.2 Oscillations globales de la magne´tosphe`re
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons discute´ l’importance potentielle des
oscillations de basse fre´quence dans les processus d’e´changes d’e´nergie. Il est e´vident
qu’en raison de l’e´loignement, l’e´tude de la propagation de ces ondes dans la basse cou-
ronne solaire reste relativement impre´cise. Le cas de la magne´tosphe`re est tout autre.
On dispose d’enregistrements complets d’oscillations depuis des dizaines d’anne´es et
on a pu les corre´ler avec certaines perturbations affectant la magne´tosphe`re. Ces me-
sures ont pu eˆtre re´alise´es au sol ou dans l’espace. Elles permettent de connaˆıtre avec
pre´cision les diffe´rents modes d’oscillations de la magne´tosphe`re.
En fait, des fluctuations dans le champ magne´tique terrestre furent mesure´es au
sol de`s le dix-neuvie`me sie`cle, bien avant que l’on puisse les relier avec la physique
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des plasmas. Plus re´cemment, des mesures syste´matiques ont conduit Jacobs et al.
(1964) a` classer ces pulsations magne´tiques en deux groupes :
1. pulsations continues (Pc) presque sinuso¨ıdales avec une fre´quence bien pre´cise
allant de quelques mHz a` quelques Hz,
2. pulsations irre´gulie`res (Pi) ayant un spectre dans le meˆme domaine de fre´quence
mais avec plusieurs pics.
Dungey (1954) fut le premier a` interpre´ter ces oscillations du champ magne´tique par
des ondes d’Alfve`n stationnaires le long des lignes de champ ferme´es de l’environne-
ment proche de la Terre. Il a e´galement identifie´ des ondes magne´toacoustiques rapides
se propageant a` travers les lignes de champ magne´tique autour de la Terre. L’ide´e
que ces deux modes pouvaient eˆtre couple´s par la non homoge´ne´ite´ du plasma et
que l’e´nergie initialement sur le mode rapide pouvait s’e´couler vers un mode d’Alfve`n
re´sonant a e´te´ exploite´ inde´pendamment par Southwood (1974) et Chen et Hasegawa
(1974a,b). Ils pre´sente`rent le premier traitement the´orique du proble`me en mode´lisant
la proche magne´tosphe`re par une boˆıte unidimensionnelle dans laquelle le champ
magne´tique est uniforme dans la direction z et la densite´ du plasma varie dans la
direction perpendiculaire x (cf. figure 2.5). De plus ces auteurs se sont place´s dans
l’hypothe`se d’un plasma froid. Les conditions aux limites sur les frontie`res de la
boˆıte – en ge´ne´ral une re´flexion totale – imposent l’existence de modes globaux dans
le syste`me oscillant a` des fre´quences discre`tes dont certaines sont comprises dans le
continuum d’Alfve`n kzvA(x). Dans ce cas, une onde d’Alfve`n se de´veloppe le long de la
ligne de champ repe´re´e par l’abscisse x. Il s’agit toujours du phe´nome`ne d’absorption
re´sonante. Ce mode`le sera abondamment utilise´ dans la litte´rature ulte´rieure. South-
wood, Chen et Hasegawa ont par ailleurs suppose´ que l’excitation des modes globaux
avait pour origine une instabilite´ de Kelvin-Helmholtz se propageant le long de la
magne´topause. Cependant, ce mode`le ne´cessite souvent des vitesses d’e´coulement
dans la magne´togaine trop e´leve´es pour expliquer les fre´quences observe´es. Plus
re´cemment, Kivelson et Southwood (1985, 1986) ; Zhu et Kivelson (1988) ; Sou-
thwood et Kivelson (1990) sugge´re`rent qu’un pulse soudain dans le vent solaire arri-
vant sur la cavite´ magne´tosphe´rique pouvait e´galement exciter un mode global a` une
des fre´quences du continuum d’Alfve`n. Allan et al. (1986b,a) confirme`rent par des
simulations nume´riques l’importance des modes globaux dans la de´termination des
fre´quences re´sonantes.
La structure du champ magne´tique terrestre est bien mieux connue que celle
du champ magne´tique des boucles coronales. De ce fait, de nombreux auteurs ont e´te´
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Fig. 2.5 Le mode`le de la boˆıte unidimensionnelle. Les frontie`res de la boˆıte sont les
ionosphe`res nord et sud (en vert), la plasmasphe`re (en bleu) et la magne´topause (en
rouge). Figure adapte´e de Southwood et Kivelson (1990).
x
z
encourage´s a` de´velopper des mode`les bidimensionnels dans lesquels le champ magne´-
tique est toujours uniforme, mais la densite´ varie aussi bien perpendiculairement que
paralle`lement aux lignes de forces (Southwood et Kivelson, 1986 ; Thomson et Wright,
1993). Ils s’inte´resse`rent uniquement aux solutions stationnaires du proble`me en uti-
lisant des de´veloppement en se´rie. D’autres e´tudes ont pris en compte la courbure des
lignes de champ au voisinage imme´diat de la Terre (Walker, 1987 ; Taylor et Wal-
ker, 1987). La ge´ome´trie du champ magne´tique conduit a` des e´quations diffe´rentielles
beaucoup plus complexes dont la re´solution nume´rique est rendue difficile par le cou-
plage des modes. Cependant une analyse simplifie´e du proble`me a e´te´ propose´e par
Leonovich et Mazur (2000b,a).
2.3.3 La queue magne´tosphe´rique terrestre
Nous terminons ce survol de la litte´rature en e´voquant la queue magne´tique ter-
restre qui sera l’objet de notre e´tude ulte´rieure. Nous avons vu aux paragraphes 2.1.2
et 2.2 que la couche de plasma est une zone de renversement du champ magne´tique
emplie d’un plasma dense et chaud. Cette structure supporte des e´ve´nements e´ruptifs
importants, les sous-orages, qui lui confe`rent un caracte`re hautement dynamique. Ce-
pendant, il est bien connu que la queue magne´tosphe´rique est anime´e de fluctuations
oscillant a` diverses pe´riodes pouvant atteindre plus d’une dizaine de minutes (Patel,
1968 ; Siscoe, 1969 ; McKenzie, 1970). Alors que les sous-orages et le proble`me de la
reconnexion magne´tique qui leur est associe´ occupent une part importante dans la
litte´rature, tre`s peu d’e´tudes the´oriques se sont attache´es a` de´crire comple`tement la
propagation de perturbations line´aires dans la queue magne´tosphe´rique.
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Allan et Wright (1998, 2000) ont mode´lise´ la queue magne´tosphe´rique par un
guide d’ondes infini dans lequel le champ magne´tique est uniforme et la vitesse
d’Alfve`n varie dans la direction transversale sans s’annuler sur la couche neutre.
De plus les frontie`res du guide d’ondes sont parfaitement re´fle´chissantes. Avec ce
mode`le assez peu re´aliste, ces auteurs ont e´tudie´ la propagation du mode rapide et
de son couplage avec le mode d’Alfve`n re´sonant dans l’hypothe`se d’un plasma froid.
Seboldt (1990) fut le premier a` utiliser le mode`le de Harris (Harris, 1962) de´crivant
une couche de plasma dans laquelle le champ magne´tique s’annule. Mais son article
est de´die´ uniquement a` la discussion des proprie´te´s mathe´matiques des solutions os-
cillant a` une fre´quence comprise dans le continuum d’Alfve`n. Plus re´cemment, Smith
et al. (1997) ont calcule´ les modes discrets pouvant se propager dans la couche de Har-
ris mais en imposant des conditions aux limites peu re´alistes (surfaces parfaitement
re´fle´chissantes).
Il semble donc qu’aucune e´tude de la re´ponse line´aire de la queue magne´to-
sphe´rique mode´lise´e de fac¸on re´aliste a` une perturbation exte´rieure n’ait e´te´ jusqu’a`
pre´sent propose´. Notamment l’e´tape visant a` reconstruire les perturbations spatio-
temporelles a` partir de leur spectre fait de´faut. Or cette e´tude est devenue ne´cessaire
depuis le lancement des satellites cluster. La me´thode la plus efficace pour in-
terpre´ter les observations est en effet de comparer directement les se´ries tempo-
relles des fluctuations (densite´, vitesse, tempe´rature et champ magne´tique) releve´es
en quatre points diffe´rents avec des mode`les the´oriques capables de de´crire aussi
comple`tement que possible les caracte´ristiques de l’e´volution spatio-temporelle des
perturbations. La suite de ce me´moire s’attache donc a` re´pondre en partie a` ce
proble`me.
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Chapitre 3
Etude d’un condensateur a`
die´lectrique non homoge`ne
Historiquement, l’analyse des oscillations dans les plasmas non homoge`nes a
e´te´ aborde´e par l’e´tude des oscillations e´lectrostatiques dans les plasmas froids. Lors-
qu’un exce`s de charge est cre´e dans un plasma, celui-ci devient le sie`ge d’oscillations
collectives a` la pulsation plasma ωp =
√
Ne2/(mε0), ou` N est la densite´ du plasma au
repos, e la charge e´lectrique e´le´mentaire et m la masse des e´lectrons. Dans un plasma
non homoge`ne, la pulsation plasma varie dans le milieu. On peut alors assimiler le
plasma a` une distribution continue d’oscillateurs vibrant a` la pulsation locale. On
conside`re donc une couche de plasma non homoge`ne enferme´e entre deux plaques
conductrices relie´es a` un ge´ne´rateur de courant. On forme ainsi un condensateur a`
die´lectrique non homoge`ne. Rappelons que dans le cas d’un condensateur empli de
vide, l’impe´dance Z(ω) = 1/iCω est purement imaginaire et le condensateur une
fois charge´ n’emmagasine plus d’e´nergie en re´gime permanent. Nous allons montrer
dans ce chapitre qu’il en est tout autrement pour le condensateur non homoge`ne.
Lorsque celui-ci rec¸oit un courant sinuso¨ıdal oscillant a` la fre´quence ω, l’impe´dance
Z(ω) posse`de une partie imaginaire et une partie re´elle positive, impliquant donc un
transfert constant d’e´nergie du ge´ne´rateur de courant au condensateur en l’absence
de tout processus de dissipation d’e´nergie (collisions, re´sistivite´ etc.). On parle alors
d’absorption re´sonante de l’e´nergie par le condensateur. Nous pre´ciserons plus loin
la signification du qualificatif re´sonant. Ce re´sultat est connu sous le nom de para-
doxe de Herolfson qui a intrigue´ de nombreux physiciens. En particulier, si aucun
me´canisme de dissipation permet d’absorber l’e´nergie injecte´e par le ge´ne´rateur, ou`
va cette e´nergie ?
Ce proble`me n’a apparemment aucun lien direct avec la physique magne´to-
sphe´rique. Nous allons cependant le traiter pour plusieurs raisons. Les techniques
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mathe´matiques que nous allons introduire dans ce chapitre seront re´utilise´es dans
l’e´tude de la re´ponse de la queue magne´tosphe´rique a` une excitation exte´rieure.
L’analyse du condensateur non homoge`ne se re´sout comple`tement de manie`re ana-
lytique, ce qui permet de mieux comprendre les diffe´rentes e´tapes du raisonnement.
Enfin le phe´nome`ne d’absorption re´sonante s’observe e´galement dans la physique des
plasmas magne´tosphe´riques. Ce premier exemple permet d’en e´clairer les principales
caracte´ristiques en levant notamment le paradoxe mentionne´ plus haut.
3.1 Position du proble`me
Fig. 3.1 Sche´ma du condensateur
V (t)
J(t)
J E
−a
a
x
x′
On conside`re une couche de plasma froid d’e´paisseur 2a, situe´e entre deux
plaques conductrices infinies relie´es a` un ge´ne´rateur de´livrant une densite´ de courant
J(t). On supposera le proble`me entie`rement unidimensionnel selon la direction (Ox)
perpendiculaire aux plaques (cf. figure 3.1). Le but de l’exercice est de de´terminer la
diffe´rence de potentiel V (t) qui re´sulte de diverses formes de courant. Nous particu-
lariserons l’e´tude a` un courant impulsionnel J = J0δ(t) et a` un courant sinuso¨ıdal
J = J0 sin(Ωt). Les autres grandeurs physiques (champ e´lectrique, vitesse, densite´,
e´nergie) seront e´galement de´rive´es, notamment pour e´tablir un bilan e´nerge´tique.
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A l’e´quilibre, le plasma est e´lectriquement neutre et au repos. La densite´ des
ions (et des e´lectrons) varie suivant x. Pour des raisons de simplicite´ mathe´matique,
on choisit une de´pendance quadratique, i.e. N(x) = N0
(
1 + δ x
a
)2
avec 0 < δ < 1.
La pulsation plasma varie alors line´airement avec x : ωp(x) = ω0(1 + δx). Toutes les
autres grandeurs sont nulles.
A un instant t = 0, on injecte le courant J(t), le plasma se met alors a` osciller.
Nous supposerons cependant que les ions restent fixes du fait de leur grande inertie.
Seuls les e´lectrons seront donc suppose´s se de´placer sous l’effet du champ e´lectrique
induit par le courant. Cette hypothe`se simplifie le traitement analytique du proble`me.
Elle ne change absolument pas la structure mathe´matique des e´quations et n’a donc
pas d’incidence dans la discussion. Le plasma est en outre non collisionnel. Aucun
processus ”classique” de dissipation n’existe dans un tel plasma. En particulier, la
re´sistivite´ e´lectrique est nulle. La dissipation par effet Joule est ne´gligeable et en
conse´quence l’e´nergie doit se conserver. Enfin on ne traitera que le cas des perturba-
tions e´lectrostatiques.
Les e´quations qui re´gissent ce proble`me sont au nombre de quatre :
m
∂n
∂t
+m∇ · (nv) = 0 continuite´, (3.1)
mn
[
∂v
∂t
+ (v · ∇)v
]
= −neE mouvement, (3.2)
∇ ·E = (N − n)e
ε0
Gauss, (3.3)
J = −nev + ε0∂E
∂t
courant. (3.4)
Dans ces e´quations, n de´signe la densite´ des e´lectrons. Il est facile de montrer graˆce
aux e´quations de continuite´ et de Maxwell-Gauss, que ∇ · J = 0, assurant ainsi que
la densite´ de courant est uniforme et e´gale au courant de´livre´ par le ge´ne´rateur.
Dans le cadre de la re´ponse line´aire, on pose pour la densite´ des e´lectrons n =
N + n1 avec n1 ≪ N et on line´arise les e´quations pre´ce´dentes. En combinant les
e´quations du mouvement et du courant, on obtient une e´quation diffe´rentielle sur la
composante x du champ e´lectrique (E = −Eex et J = −Jex) :
∂2E
∂t2
+ ω2p(x)E =
1
ε0
∂J
∂t
. (3.5)
L’e´quation (3.5) permet de calculer la perturbation du champ e´lectrostatique.
La diffe´rence de potentiel aux bornes du condensateur s’en de´duit imme´diatement
par :
V (t) =
∫ +a
−a
E(t, x) dx
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Les autres grandeurs utiles (vitesse, densite´ etc.) s’obtiennent facilement graˆce aux
e´quations e´crites au de´but du paragraphe.
3.2 Re´ponse a` un courant impulsionnel
3.2.1 Champ e´lectrique
La re´solution de (3.5) ne´cessite l’introduction de la transforme´e de Laplace. Si
f est une fonction de t, sa transforme´e de Laplace est donne´e par :
fˆ(ω) =
∫ +∞
0
f(t)eiωt dt
Pour assurer la convergence de l’inte´grale en l’infini, ω doit eˆtre complexe avec une
partie imaginaire positive. Le recours a` une transforme´e de Fourier (plus familie`re)
supposerait que la perturbation existe depuis l’infinite´ des temps et ne conviendrait
donc pas pour ce proble`me aux valeurs initiales. La formule d’inversion de la trans-
forme´e de Laplace utilise l’inte´gration le long d’un contour dans le plan ω-complexe,
elle s’e´crit :
f(t) =
1
2π
∫
C
fˆ(ω)e−iωt dω
ou` C est un contour dans le demi-plan positif passant au-dessus de toutes les singu-
larite´s (poˆles, points de branchement etc.) de fˆ .
Apre`s transforme´e de Laplace, l’e´quation (3.5) devient :
Eˆ(ω) =
Jˆ(ω)
ε0
iω
ω2 − ω2p
.
Ici J(t) = Q0δ(t), donc Jˆ(ω) = Q0. Les seules singularite´s de Eˆ sont deux poˆles en
±ωp(x). En appliquant le the´ore`me des re´sidus en chaque poˆle, on obtient :
E(t, x) = E0 cos(ωp(x)t) avec E0 = Q0/ε0. (3.6)
Le pulse de courant injecte´ a pour effet de charger instantane´ment les armatures
du condensateur avec une densite´ surfacique Q0, faisant ”sauter” le champ e´lectrique
de 0 a` E0. Ensuite le champ e´lectrique oscille a` la fre´quence plasma locale.
Perturbations de vitesse et de densite´ La vitesse se calcule graˆce a` ∂v
∂t
= e
m
E
et la perturbation de densite´ par n1 =
ε0
e
∂E
∂x
. On obtient :
v(t, x) =
eE0
m
sin(ωp(x)t)
ωp(x)
(3.7)
n1(t, x) = −Q0
e
ω0δ
a
t sin(ωp(x)t). (3.8)
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A t = 0, on ve´rifie bien que le plasma est au repos (vitesse nulle) et que la
densite´ e´lectronique est e´gale a` la densite´ ionique (neutralite´ e´lectrique). Cependant,
la perturbation de densite´ e´lectronique croˆıt line´airement avec le temps. Ce re´sultat
peut paraˆıtre e´trange. Il correspond au fait que la fre´quence spatiale des oscillations
croˆıt avec le temps. D’un point de vue dimensionnel, la relation entre la densite´ et
le champ e´lectrique s’e´crit n ∝ E/L. Le champ e´lectrique ayant une amplitude finie,
la diminution de l’e´chelle spatiale des oscillation fait augmenter la densite´. Au bout
d’un certain temps, l’amplitude sera telle que l’hypothe`se des petites perturbations
sera viole´e. Le calcul de la densite´ n’est donc valide que pour des temps tre`s courts.
Nous voyons de`s a` pre´sent une des caracte´ristiques essentielles de la propagation en
milieu non homoge`ne : la formation d’e´chelles spatiales de plus en plus petites et
de gradients de plus en plus intenses. C’est dans ces re´gions que des phe´nome`nes
non line´aires vont apparaˆıtre pour d’une part stabiliser l’amplitude des oscillations
et d’autre part dissiper l’e´nergie e´lectrique.
Calcul direct de la diffe´rence de potentiel Pour obtenir V (t), il suffit d’inte´grer
le champ e´lectrique sur x :
V (t) =
∫ a
−a
E0 cos(ωp(x)t) dx.
Le choix d’un profil line´aire pour la pulsation plasma rend particulie`rement simple le
calcul de cette inte´grale et on obtient :
V (t) = 2E0a
sin(ω+t)− sin(ω−t)
(ω+ − ω−)t . (3.9)
ou` ω± = ω0(1± δ).
La diffe´rence de potentiel est donc constitue´e d’un battement entre les deux
pulsations extreˆmes et l’amplitude de ces oscillations de´croˆıt en 1/t. Cette de´crois-
sance s’interpre`te par le me´lange de phase. Comme le champ e´lectrique oscille a` la
pulsation plasma locale, deux vibrations en deux points tre`s proches n’ont pas la
meˆme pe´riode. Au bout d’un certain temps, ces deux vibrations sont de´phase´es et
interfe`rent destructivement.
3.2.2 Calcul de la ddp par l’inversion de la transforme´e de
Laplace
Il est inte´ressant d’effectuer le calcul de la diffe´rence de potentiel par une autre
me´thode qui s’ave´rera utile pour la suite. L’ide´e est d’inte´grer d’abord par rapport
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a` x la transforme´e de Laplace du champ e´lectrique Eˆ(ω) pour obtenir Vˆ (ω) puis
d’inverser la transforme´e de Laplace. Partant de Eˆ(ω) = E0
iω
ω2−ω2p
, on inte`gre par
rapport a` x, il vient :
Vˆ (ω) = iE0
a
ω+ − ω− log
(
ω + ω+
ω + ω−
ω − ω−
ω − ω+
)
.
Rappelons que ωp varie line´airement avec x. Pour calculer V (t), il faut inte´grer Vˆ (ω)
le long d’un contour C qui passe au-dessus de toutes les singularite´s de Vˆ . Ici, les
singularite´s sont lie´es a` la pre´sence de la fonction logarithme complexe. L’appendice
C re´sume les principales proprie´te´s de cette fonction dans le plan complexe.
Fig. 3.2 Points et lignes de branchement de Vˆ (ω)
ℑ(ω)
ℜ(ω)−ω− −ω+ ω− ω+
C
C′
En particulier, les 4 points ω± et −ω± sont des points de branchement situe´s
sur l’axe ω-re´el. Ces points de branchement sont relie´s entre eux par des lignes de
coupures comme indique´ sur la figure 3.2. Le contour C est de´forme´ dans le demi-
plan infe´rieur en un contour C ′ qui contourne les lignes de branchement. En effet
ces dernie`res ne peuvent pas eˆtre traverse´es, car la fonction logarithme n’y est pas
analytique. La figure 3.2 montre le contour d’inte´gration de´forme´. Les contributions
des segments verticaux de C ′ se compensent deux a` deux et les contributions des
segments horizontaux tendent vers 0 lorsque ces contours sont envoye´s a` l’infini. Ainsi
l’inversion de la transforme´e de Laplace se re´sume a` 4 inte´grales le long des lignes de
34
3.2. RE´PONSE A` UN COURANT IMPULSIONNEL
coupures. Il est facile de montrer que Vˆ (−ω) = −Vˆ (ω) et Vˆ (ω¯) = −Vˆ (ω). Compte
tenu de ces relations, les 4 inte´grales se re´duisent a` une seule :
V (t) =
1
2π
∫
C
Vˆ (ω) eiωt dω =
2
π
∫ ω+
ω−
ℜ(Vˆ +(σ)) cos(σt) dσ,
ou` Vˆ +(σ) est la limite de Vˆ (ω) pour ℜ(ω) = σ et ℑ(ω)→ 0+. Un calcul plus pousse´
conduit a`
Vˆ +(σ) =
E0a
ω+ − ω−
[
π + i ln
∣∣∣∣σ + ω+σ + ω−
σ − ω−
σ − ω+
∣∣∣∣
]
⇒ ℜ(Vˆ +(σ)) = E0aπ
ω+ − ω− .
V (t) se calcule donc ”a` vue” et on retrouve l’expression (3.9) du paragraphe pre´ce´-
dent :
V (t) = 2E0a
sin(ω+t)− sin(ω−t)
(ω+ − ω−)t .
La me´thode pre´sente´e ici peut paraˆıtre tre`s complique´e, dans la mesure ou` un calcul
direct e´tait possible. Cependant elle a le me´rite d’eˆtre tre`s ge´ne´rale. Dans l’e´tude des
couches de courant, cette me´thode sera la seule possible pour re´soudre comple`tement
le proble`me. De plus nous avons introduit dans ce calcul les singularite´s caracte´ris-
tiques de la fonction logarithme – les points et lignes de branchement – dont nous
ferons encore amplement usage par la suite.
3.2.3 Bilan e´nerge´tique
Terminons ce paragraphe sur la re´ponse du condensateur a` une impulsion de
courant par un bilan e´nerge´tique. Dans le plasma, la densite´ volumique d’e´nergie est la
somme de deux termes : l’e´nergie cine´tique et l’e´nergie e´lectrostatique. En reprenant
les expressions (3.6) et (3.7), la densite´ d’e´nergie s’e´crit :
u =
1
2
ε0E
2 +
1
2
mNv2 =
1
2
ε0E
2
0 .
L’e´nergie se re´partit uniforme´ment dans le condensateur et reste constante au cours
du temps.
La puissance fournie par le ge´ne´rateur de courant s’e´crit P = V J et donc
l’e´nergie qu’il apporte au condensateur vaut :∫ +∞
−∞
V (t)H(t)Q0δ(t) dt =
1
2
V (0)Q0 = aε0E
2
0 ,
c’est bien l’e´nergie totale emmagasine´e dans le condensateur. Il y a bien conservation
de l’e´nergie.
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Remarquons qu’un re´sultat analogue s’obtiendrait pour un condensateur empli
de vide, car le ge´ne´rateur fournit de l’e´nergie pour charger les armatures du conden-
sateur. Il n’y a donc pas absorption re´sonante d’e´nergie dans ce cas. C’est pourquoi
il est utile de conside´rer la re´ponse du condensateur a` un courant sinuso¨ıdal.
3.3 Re´ponse a` un courant sinuso¨ıdal
Dans cette section, le condensateur est alimente´ par un courant sinuso¨ıdal J(t) =
J0 sin(Ωt)H(t), ou` H est la fonction de Heaviside et Ω une pulsation comprise entre
ω− et ω+. La couche de´finie par ωp(x) = Ω est alors le sie`ge d’une re´sonance.
En conside´rant les transforme´es de Laplace, nous avons :
Jˆ(ω) = −J0 Ω
ω2 − Ω2 , et
Eˆ(ω) = −iE0 ωΩ
2
(ω2 − Ω2)(ω2 − ω2p)
avec E0 =
J0
Ωε0
.
Eˆ ne posse`de pas d’autres singularite´s que 4 poˆles en ±Ω et en ±ωp. Par application
du the´ore`me des re´sidus, il vient :
E(t, x) =
{
E0Ω
2 cos(ωpt)−cos(Ωt)
Ω2−ω2p
si ωp(x) 6= Ω
E0
2
Ωt sin(Ωt) si ωp(x) = Ω.
Le champ e´lectrique oscille donc sous forme de battements entre les pulsations Ω et
ωp. Sur la couche re´sonante, le champ e´lectrique croˆıt line´airement au cours du temps.
A l’aide de l’e´quation (3.2), nous de´duisons aise´ment la perturbation de vitesse :
v(t, x) =
{
eE0
m
Ω2
Ω2−ω2p
(
sin(ωpt)
ωp
− sin(Ωt)
Ω
)
si ωp(x) 6= Ω
eE0
2mΩ
(sin(Ωt)− Ωt cos(Ωt)) si ωp(x) = Ω.
La` encore la vitesse croˆıt line´airement au cours du temps sur la couche re´sonante.
Fig. 3.3 Diffe´rence de potentiel pour un courant sinuso¨ıdal
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Fig. 3.4 Puissance fournie par le ge´ne´rateur au cours du temps
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Le calcul de la diffe´rence de potentiel n’est plus possible analytiquement. On
peut cependant e´valuer une expression de cette ddp pour t tendant vers l’infini (com-
portement asymptotique). Le lecteur pourra consulter le calcul exact dans l’article
de Crawford et Harker (1972), que l’e´tude pre´sente reprend largement. Nous allons
donc poursuivre le calcul par une me´thode nume´rique. La ddp aux bornes du conden-
sateur est repre´sente´e au cours du temps a` la figure 3.3. Pour le calcul, nous avons
pris δ = 0.5, Ω = ωp(0) = 1 unite´, si bien que la variable temps est normalise´e a` 1/Ω.
La ddp est normalise´e a` V0 = 2aE0. Nous constatons que la ddp oscille a` la pulsation
Ω avec une amplitude constante apre`s un bref re´gime transitoire. Une analyse plus
approfondie montrerait que le re´gime transitoire est constitue´ d’oscillations a` la pul-
sation ωp(x). Nous avons vu dans le paragraphe pre´ce´dent qu’en raison du me´lange
de phase, ces oscillations s’amortissent au cours du temps. Seul subsiste le re´gime
permanent a` la fre´quence Ω. Connaissant la ddp aux bornes du condensateur, nous
pouvons calculer la puissance fournie par le ge´ne´rateur : Pg(t) = V (t)J(t). Celle-ci
est repre´sente´e a` la figure 3.4. Elle est toujours positive avec une valeur moyenne non
nulle, indiquant que le condensateur rec¸oit constamment de l’e´nergie. Ou` va cette
e´nergie ? Pour cela, calculons la densite´ d’e´nergie du plasma, comme pre´ce´demment,
nous trouvons :
u(t, x) =


1
2
ε0E
2
0
Ω4
(Ω2−ω2p)
2
[
(cos(ωpt)− cos(Ωt))2 +
(
sin(ωpt)− ωpΩ sin(Ωt)
)2]
si ωp(x) 6= Ω,
1
8
ε0E
2
0
[
(Ωt)2 + sin2(Ωt)− Ωt sin(2Ωt)] si ωp(x) = Ω.
La figure 3.5 repre´sente une vue tridimensionnelle de la densite´ d’e´nergie en
fonction de x et de t. La distance x est normalise´e a` a et la densite´ d’e´nergie a`
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Fig. 3.5 Densite´ d’e´nergie totale en fonction de x et du temps
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Fig. 3.6 (a) E´nergie totale emmagasine´e dans le condensateur ; (b) Comparaison
entre la puissance rec¸ue Pr et la puissance fournie Pg.
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(1/2)ε0E
2
0 . On constate que la densite´ d’e´nergie croˆıt re´gulie`rement au voisinage de
la re´sonance x = 0 ; de plus le profil u(x) se resserre a` mesure que le temps passe.
Nous en concluons que de l’e´nergie est constamment injecte´e dans le condensateur
et cette e´nergie finit par se concentrer dans une zone de plus en plus restreinte du
plasma. Ce calcul permet d’illustrer le paradoxe de Herolfson. Le ge´ne´rateur fournit
effectivement de l’e´nergie au condensateur. Cette perte d’e´nergie re´sulte d’un compor-
tement line´aire tout a` fait spe´cifique du condensateur non homoge`ne qui correspond
a` une accumulation d’e´nergie dans une re´gion qui va progressivement devenir infini-
ment mince. Il est important de souligner qu’il n’y a pas dissipation effective d’e´nergie
dans le condensateur. Ce re´sultat n’est donc pas paradoxal avec le fait que le plasma
soit sans collisions.
Afin de ve´rifier que l’e´nergie se conserve comme il se doit, inte´grons nume´rique-
ment l’expression de u par rapport a` x. On obtient alors l’e´nergie totale U emmaga-
sine´e dans le condensateur en fonction du temps (cf. figure 3.6-a). E´videmment, cette
e´nergie est une fonction croissante du temps, sa de´rive´e temporelle correspond a` la
puissance Pr rec¸ue par le condensateur. Si nous superposons les graphes de Pr(t) et
de Pg(t), nous constatons qu’il y a e´galite´ entre ces deux puissances conforme´ment
au principe de conservation de l’e´nergie (cf. figure 3.6-b).
3.4 Conclusion sur l’absorption re´sonante
L’e´tude du condensateur empli d’un plasma froid et non homoge`ne a permis de
mieux comprendre ce qu’est l’absorption re´sonante. En toute rigueur, nous ne devrions
pas parler d’absorption, puisque le proble`me est a` e´nergie conservative. Toute l’e´nergie
fournie par le ge´ne´rateur de courant se retrouve inte´gralement dans le condensateur.
Cependant, nous avons montre´ que cette e´nergie se concentre dans une zone de plus
en plus petite autour du point re´sonant ou` la pulsation plasma locale est e´gale a`
la pulsation excitatrice. Ce me´canisme est intimement lie´ a` la non homoge´ne´ite´ du
milieu. Dans un condensateur empli de vide, une telle concentration d’e´nergie n’existe
pas.
Par ailleurs, un accroissement constant et local de la densite´ d’e´nergie finit par
mettre en de´faut les hypothe`ses de de´part. En effet, avec une densite´ du plasma plus
grande, les particules ont plus de chance de se rencontrer, ainsi l’hypothe`se d’un
plasma non collisionnel n’est plus valable. Or les collisions constituent un me´canisme
re´el de dissipation d’e´nergie, en ge´ne´ral sous forme de chaleur. D’autre part, le cadre
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de la physique line´aire est largement de´passe´, des processus non line´aires apparaissent
dans ces zones de re´sonance qui stabilisent les oscillations et convertissent l’e´nergie du
plasma en d’autres formes, notamment en chaleur. Le processus re´sonant n’est donc
pas associe´ par lui-meˆme a` une absorption d’e´nergie dans le milieu. Il cre´e plutoˆt des
conditions favorables a` l’apparition de processus de transfert d’e´nergie, en particulier
par la formation de petites e´chelles spatiales. Par conse´quent, on s’attend a` ce que
ces zones de re´sonance soient des re´gions privile´gie´es pour un chauffage du plasma et
donc pour une absorption effective d’e´nergie.
L’e´tude de ce type de processus dans les plasmas naturels sera le point central
des travaux pre´sente´s dans la suite.
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Chapitre 4
Re´ponse line´aire de la queue
magne´tosphe´rique a` une excitation
exte´rieure
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons a` la re´ponse line´aire de la queue magne´-
tosphe´rique terrestre a` une excitation exte´rieure. Nous pre´sentons la me´thode mathe´-
matique ge´ne´rale pour re´soudre ce proble`me aux valeurs initiales. Cette me´thode sera
utilise´e et de´taille´e dans les chapitres suivants. Dans un tel proble`me, il faut de´finir
un excitateur (section 4.2) qui va perturber un e´quilibre bien e´tabli de la queue.
Nous commencerons donc par de´finir l’e´tat d’e´quilibre de la couche de plasma dans la
section 4.1. Ensuite, nous appliquerons la the´orie classique des perturbations (section
4.3) pour obtenir une e´quation diffe´rentielle du second ordre. Cette e´quation doit
eˆtre assortie de conditions aux limites ade´quates (4.5) et se re´sout en introduisant la
fonction de Green qui sera de´finie et e´tudie´e aux sections 4.6 et 4.7.
4.1 Description de l’e´quilibre
Les premie`res observations de cluster incitent a` penser que la queue magne´to-
sphe´rique de la Terre est assez bien mode´lise´e a` l’e´quilibre par la couche de Harris,
meˆme a` des distances relativement faibles de la Terre (16-18 RT ). Dans tous les
cas, le mode`le propose´ par Harris dans les anne´es 60 s’applique bien a` la queue
magne´tosphe´rique plus lointaine (Harris, 1962). Il a e´galement l’avantage d’eˆtre une
solution cine´tique exacte d’une couche de courant dans laquelle le champ magne´tique
s’annule et change de sens. Le champ magne´tique est unidirectionnel et on l’oriente
selon l’axe (Ox) Terre-queue. Son intensite´ varie selon une direction perpendiculaire
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(Oz) Nord-Sud et elle est donne´e par la formule :
Beq(z) = −Be tanh
(z
a
)
, (4.1)
ou` a est une constante repre´sentant une e´chelle caracte´ristique de variation dans la
queue, et Be est le champ magne´tique dans les lobes suppose´ constant.
L’e´quilibre MHD de la couche doit respecter l’uniformite´ de la pression totale,
a` savoir la somme de la pression magne´tique B2/(2µ0) et de la pression thermique
P : P (z) + B2(z)/(2µ0) = constante. On en de´duit donc l’expression de la pression
thermique dans la couche a` l’e´quilibre :
Peq(z) = Pe tanh
2
(z
a
)
+
P0
cosh2
(
z
a
) , (4.2)
ou` P0 est la pression au centre de la couche et Pe est la pression dans les lobes. Pour
de´terminer la densite´ du plasma une hypothe`se supple´mentaire est ne´cessaire : on
suppose que la tempe´rature du plasma est uniforme dans la couche. En appliquant
la loi des gaz parfaits au plasma, on conclut que la densite´ et la pression thermique
sont proportionnelles :
ρeq(z) = ρe tanh
2
(z
a
)
+
ρ0
cosh2
(
z
a
) . (4.3)
Donnons quelques ordres de grandeurs pour la Terre : a est de l’ordre du rayon
terrestre RT ≃ 6400 km, le champ magne´tique dans les lobes avoisine 25 nT, la densite´
du plasma dans les lobes est prise a` 10−2 particules par cm−3 et la densite´ au centre
de la couche est de l’ordre de 1 particule par cm−3. Enfin une valeur raisonnable pour
la tempe´rature moyenne du plasma est de 1 keV.
Dans les calculs ulte´rieurs deux vitesses caracte´ristiques apparaˆıtront naturel-
lement : la vitesse du son vs et la vitesse d’Alfve`n vA. Donnons de`s maintenant leur
de´finition :
vs =
√
γ
P
ρ
vA =
√
B2
µ0ρ
,
ou` γ est le rapport entre les chaleurs massiques a` pression et a` volume constants – sa
valeur n’est pas connue avec pre´cision pour un plasma, on peut prendre γ = 5/3 si
les particules qui le constituent sont monoatomiques. Du fait de la proportionnalite´
entre pression et densite´, la vitesse du son est uniforme dans la queue et sa valeur est
d’environ 400 km/s. En revanche, la vitesse d’Alfve`n varie suivant la coordonne´e z et
compte tenu des e´quations (4.1) et (4.3), son expression est donne´e par :
v2A(z) = v
2
e
sinh2(z/a)
sinh2(z/a) + ρe
ρ0
avec ve =
√
B2e
µ0ρe
.
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Avec les valeurs nume´riques pre´ce´dentes la vitesse d’Alfve`n dans les lobes est
de l’ordre de 4500 km/s, c’est a` dire nettement supe´rieure a` la vitesse du son.
Certains auteurs ont choisi de faire tendre la densite´ et la pression vers 0 a`
l’infini, rendant ainsi la vitesse d’Alfve`n infinie dans les lobes. Un traitement appro-
prie´ du proble`me requiert alors les e´quations relativistes de la MHD. Ici nous avons
conserve´ une faible valeur pour la densite´ dans les lobes, si bien que la vitesse d’Alfve`n
maximale reste bien infe´rieure a` la vitesse de la lumie`re. La the´orie classique de la
magne´tohydrodynamique peut donc pleinement s’appliquer.
4.2 Conditions initiales
Dans notre approche, nous supposons que l’e´quilibre de´crit pre´ce´demment est
perturbe´ par un phe´nome`ne d’origine exte´rieure † a` la physique propre de la couche
de courant. On s’inte´resse alors aux ondes basse fre´quence qu’un tel phe´nome`ne peut
engendrer dans le cadre de la the´orie line´aire. On peut envisager plusieurs possibilite´s
pour de´crire une perturbation initiale. On choisit de l’exprimer par une variation
brutale de la pression thermique qui apparaˆıtra comme un terme externe dans les
e´quations de la MHD. Un excitateur agissant sur le champ magne´tique ou sur la
vitesse du fluide auraient tout aussi bien pu convenir, mais un pulse de pression
exte´rieure est particulie`rement significatif dans le cadre d’une analyse des perturba-
tions de la magne´tosphe`re. Selon sa position dans la queue, il peut correspondre a`
divers processus physiques magne´tosphe´riques. Si ce pulse est centre´ sur la couche
neutre (ou` le champ magne´tique est nul), il peut repre´senter le de´clenchement d’un
sous-orage. Si, au contraire, il se produit sur les bords de la couche, il peut eˆtre associe´
a` une perturbation dans le vent solaire.
Ainsi on suppose qu’avant un certain instant t = 0, la couche de plasma est a`
l’e´quilibre. A t = 0, ”l’explosion” se produit provoquant une variation brutale de la
pression exte´rieure. Nous avons donc a` re´soudre un proble`me aux valeurs initiales,
qui se traite classiquement en utilisant la transforme´e de Laplace pour la variable
temps (cf. appendice B pour les de´tails mathe´matiques).
†On conviendra d’appeler dans la suite perturbation exte´rieure une perturbation initiale dont
l’origine physique n’est pas lie´e a` la physique propre de la couche de courant, i.e. non solution des
e´quations MHD. Le qualificatif exte´rieur ne doit donc pas eˆtre confondu avec les adjectifs externe
et interne, lie´s a` la position dans la couche de courant.
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4.3 The´orie line´aire des perturbations
Pour de´crire les perturbations de la couche de Harris engendre´es par le pulse de
pression exte´rieur, on utilise le syste`me standard des e´quations de la magne´tohydro-
dynamique classique et ide´ale. L’adjectif ide´al signifie ici qu’aucune source de dissipa-
tion d’e´nergie n’est pris en compte ; en effet le plasma e´tudie´ est trop peu dense pour
eˆtre conside´re´ comme collisionnel. Aucun processus de thermalisation ou d’e´change de
chaleur entre particules lie´ a` des processus classiques de type conductivite´, viscosite´
ou re´sistivite´ n’est possible. Enfin une e´quation constitutive est ne´cessaire pour relier
les variations de pression et de densite´ : en accord avec la plupart des auteurs, on
choisit l’e´quation des perturbations adiabatiques. Ces e´quations s’e´crivent :
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0 (4.4)
ρ
[
∂v
∂t
+ (v · ∇)v
]
= −∇P + ∇×B
µ0
×B−∇Pext (4.5)
∂B
∂t
= ∇× (v ×B) (4.6)
∂P
∂t
+ (v · ∇)P = c2s
[
∂ρ
∂t
+ (v · ∇) ρ
]
. (4.7)
Le dernier terme dans l’e´quation (4.5) correspond au pulse de pression exte´rieur
Pext qui joue donc le roˆle d’excitateur dans ce proble`me. Il est important de rappe-
ler que ce syste`me d’e´quations est particulie`rement ide´alise´ et simplifie´. Il posse`de
un domaine d’application tre`s restreint, qui d’ailleurs n’est pas force´ment adapte´ a`
l’e´tude de la dynamique des couches de plasma. Ce point sera discute´ plus en de´tail
dans le chapitre 7 consacre´ a` l’e´tude des donne´es cluster. Ne´anmoins, il est utile de
repre´ciser ici notre de´marche. L’ide´e ge´ne´rale n’est pas d’offrir une description parfai-
tement re´aliste de la physique des couches de courant. Ceci pourra e´ventuellement se
faire lorsque les donne´es cluster auront e´te´ suffisamment de´pouille´es et comprises.
La de´marche est plutoˆt d’adopter de´libe´rement le mode`le le plus utilise´ en physique
des plasmas spatiaux, de le pousser suffisamment loin pour rendre directe la compa-
raison avec les donne´es cluster et, en seconde analyse, de faire l’inventaire dans ces
donne´es de ce qui rele`ve effectivement de cette description magne´tohydrodynamique.
Ce faisant, nous poussons le mode`le dans ses retranchements jusqu’a` la reconstruction
spatio-temporelle comple`te du signal ou` il n’est quasiment jamais mene´.
Chaque grandeur physique apparaissant dans les e´quations ci-dessus s’exprime
comme la somme d’un terme d’ordre 0 correspondant a` l’e´quilibre de la couche et
d’un terme d’ordre 1 repre´sentant la perturbation. Pour pre´ciser comment cette
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de´composition est re´alise´e, on introduit le champ de de´placement ξ du plasma de´fini
par r = r0 + ξ, ou` r0 est la position d’une particule de plasma a` l’instant t = 0 et
r sa position a` l’instant t. Le syste`me line´arise´ des e´quations s’obtient alors par un
de´veloppement eule´rien des diffe´rents champs suivant les puissances de ξ. Dans une
the´orie line´aire, seul le premier terme de ce de´veloppement est bien suˆr conserve´. On
e´crit donc par exemple pour le champ magne´tique B = Beq +b1(ξ). En exprimant la
vitesse du fluide en fonction du de´placement, on obtient :
v1 =
∂ξ
∂t
, (4.8)
p1 = − (ξ · ∇)Peq − γPeq∇ · ξ, (4.9)
b1 = ∇× (ξ ×Beq) , (4.10)
et
ρeq
∂2ξ
∂t2
− L(ξ) = −∇∂Pext
∂t
, (4.11)
avec
L(ξ) = ∇ [ξ · ∇Peq + γPeq∇ · ξ]
+
1
µ0
[∇×∇× (ξ ×Beq)]×Beq
+
1
µ0
(∇×Beq)× [∇× (ξ ×Beq)] .
La de´termination du champ de de´placement a` partir de divers pulses de pres-
sion constitue la majeure partie du travail pre´sente´ ci-apre`s. Une fois le de´placement
calcule´, il est facile d’e´valuer les perturbations correspondantes pour le champ magne´-
tique et la pression. Pour cela la description lagrangienne du plasma se re´ve`le parti-
culie`rement simple. E´tant donne´ que le champ magne´tique est gele´ dans le plasma, les
lignes de force sont simplement convecte´es par le mouvement. En suivant la me´thode
propose´e par Roberts (1967), on introduit la matrice de de´formation :
Dij =
∂xi
∂x0j
= δij +
∂ξi
∂x0j
et on exprime les diffe´rents champs re´sultant d’un de´placement venant de r0 :
ρ(r) = ρeq(r0) [det(D)]
−1 (4.12)
P (r) = Peq(r0) (1− γ∇0 · ξ) (4.13)
Bi
ρ
(r) = Dij
Beq,j
ρeq
(r0) (4.14)
Il ne reste plus qu’a` re´soudre l’e´quation (4.11) pour de´terminer le champ de
de´placement. C’est l’objet du prochain paragraphe.
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4.4 Equation maˆıtresse
L’e´quation (4.11) est un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles couple´es
que l’on simplifie grandement en prenant la transforme´e de Laplace en temps, et la
transforme´e de Fourier sur les variables d’espace homoge`nes x et y. On pose donc :
ξˆ(ω, kx, ky, z) =
∫ +∞
0
dt
∫ +∞
−∞
dx ξ(t, x, y, z) ei(ωt−kxx−kyy)
Pˆ (ω, kx, ky, z) =
∫ +∞
0
dt
∫ +∞
−∞
dx Pext(t, x, y, z) e
i(ωt−kxx−kyy) (4.15)
avec ℑ(ω) > 0.
L’e´quation (4.11) devient apre`s quelques manipulations alge´briques :
ξˆx = i
kxv
2
s(ω
2 − k2xv2A)
(ω2 − ω2+)(ω2 − ω2−)
ξˆ′z − i
kx(ω
2 − (k2x + k2y)v2A)
(ω2 − ω2+)(ω2 − ω2−)
Pˆ
ρeq
(4.16)
ξˆy = i
ky(v
2
s + v
2
A)(ω
2 − k2xv2c )
(ω2 − ω2+)(ω2 − ω2−)
ξˆ′z − iky
ω2
(ω2 − ω2+)(ω2 − ω2−)
Pˆ
ρeq
(4.17)
et
d
dz
[
fω,kx,ky(z)
dξˆz
dz
]
+ gω,kx,ky(z)ξˆz =
d
(
hω,kx,ky Pˆω,kx,ky
)
dz
(4.18)
avec
fω,kx,ky(z) = ρeq(z)
(
v2s + v
2
A(z)
) (ω2 − k2xv2A)(ω2 − k2xv2c )
(ω2 − ω2+)(ω2 − ω2−)
(4.19)
gω,kx,ky(z) = ρeq(z)
(
ω2 − k2xv2A(z)
)
(4.20)
hω,kx,ky(z) =
ω2(ω2 − k2xv2A)
(ω2 − ω2+)(ω2 − ω2−)
(4.21)
Dans ces e´quations, le prime de´signe la de´rive´e par rapport a` la variable z et
les diffe´rentes quantite´s vs, vA and vc sont respectivement la vitesse du son, la vitesse
d’Alfve`n locale et la vitesse ”cusp” donne´e par la relation :
v2c =
v2Av
2
s
v2A + v
2
s
.
Enfin les pulsations ω± sont donne´es par :
ω2± =
1
2
(k2x + k
2
y)(v
2
s + v
2
A)
[
1±
√
1− 4 k
2
x
k2x + k
2
y
v2sv
2
A
(v2s + v
2
A)
2
]
.
L’e´quation (4.18) constitue l’e´quation maˆıtresse du proble`me. C’est une e´quation
diffe´rentielle du second ordre a` coefficients non constants qui appartient a` la grande
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classe des e´quations de Sturm-Liouville tre`s re´pandues en physique. Son inte´gration
ne´cessite des conditions aux limites sur la variable z que l’on va pre´ciser au paragraphe
4.5.
Remarquons d’ores et de´ja` que l’e´quation (4.18) devient singulie`re de`s que le
coefficient f passe par 0. Nous verrons par la suite que c’est ce caracte`re singulier
qui conduit a` l’existence de spectres continus de fre´quences propres et au phe´nome`ne
d’absorption re´sonante. On retrouve ainsi que ce phe´nome`ne est un aspect fondamen-
tal de la physique des plasmas non homoge`nes.
La re´solution d’une telle e´quation n’est en ge´ne´ral pas possible analytique-
ment, il faut que les coefficients de cette e´quation varient de fac¸on particulie`rement
simple pour qu’il existe une solution analytique connue. Dans l’annexe D, l’e´quation
maˆıtresse est re´solue analytiquement dans le cas d’une couche a` gradient line´aire.
Ses solutions font alors apparaˆıtre les fonctions hyperge´ome´triques confluentes. En
revanche, pour la couche de Harris, une re´solution nume´rique est indispensable. Ce-
pendant, on peut poursuivre encore le raisonnement analytique en introduisant la
fonction de Green associe´e a` la re´ponse impulsionnelle du syste`me. L’expression de
cette fonction sera l’objet du paragraphe 4.6.
4.5 Conditions aux limites
Pour des valeurs fixe´es de ω, kx et ky, les coefficients f et g deviennent constants
pour z infini. On note fe et ge leur valeur asymptotique. Si la perturbation initiale
Pext s’annule e´galement en l’infini, l’e´quation (4.18) s’e´crit fe ξz” + ge ξz = 0. La
nature des solutions de cette e´quation diffe´rentielle de´pend du signe de :
α2e = −
ge
fe
= − 1
(v2s + v
2
e)
(ω2 − ω2+e)(ω2 − ω2−e)
(ω2 − k2xv2ce)
(4.22)
Lorsque α2e < 0, les solutions sont sinuso¨ıdales loin de la couche neutre et
correspondent a` des ondes se propageant en dehors de la magne´tosphe`re ou a` des ondes
provenant de la magne´topause. Dans ce domaine de fre´quence, un de´poˆt local d’e´nergie
proche de la couche neutre s’e´talera dans tout l’espace et contribuera de fac¸on mineure
aux perturbations de la couche neutre observe´es loin du pulse initial. En revanche,
lorsque α2e > 0, les solutions sont de nature exponentielle et sont associe´es a` des modes
localise´s au voisinage de la couche neutre. Dans ce cas l’e´nergie de´pose´e dans la couche
neutre reste a` l’inte´rieur du syste`me et ces solutions contribuent majoritairement aux
perturbations de la couche neutre. Nous nous limitons donc aux domaines de fre´quence
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pour lesquels le coefficient αe est positif. Dans ce cas le de´placement transversal doit
s’annuler a` l’infini. Cependant une telle condition aux limites est difficile a` traduire
directement dans la re´solution nume´rique de (4.18). On se place donc a` une certaine
distance ±l de l’axe (0z) telle que l ≫ a, la solution acceptable de (4.18) s’e´crit
ξˆz = A± exp (−αe |l|). Les relations de continuite´ du de´placement et de la pression
totale, relie´e a` la de´rive´e premie`re de ξz imposent alors les conditions aux limites
requises : ξˆ′z = ∓αe ξˆz pour z = ±l.
Le proble`me que l’on doit re´soudre est donc le suivant :
d
dz
[
fω,kx,ky(z)
dξˆz
dz
]
+ gω,kx,ky(z)ξˆz = hω,kx,ky
dPˆω,kx,ky
dz
ξˆ′z(l) + αeξˆz(l) = 0 (4.23)
ξˆ′z(−l)− αeξˆz(−l) = 0
Remarquons enfin que les coefficients de (4.18) sont syme´triques par rapport a`
z = 0, de meˆme que les conditions aux limites. On en de´duit que le proble`me (4.23)
admet soit des solutions paires, soit des solutions impaires.
4.6 Fonction de Green et reconstruction du signal
L’e´tape suivante du raisonnement consiste a` introduire la fonction de Green du
proble`me (4.23). Cette fonction correspond en fait a` la re´ponse du syste`me a` une
impulsion oscillant a` la fre´quence ω et situe´e en un point z0. Elle est solution de :
d
dz
[
fω,kx,ky(z)
dGω,kx,ky
dz
]
+ gω,kx,ky(z)Gω,kx,ky (z|z0) = δ(z − z0)
dGω,kx,ky
dz
(z = ±l|z0)± αω,kx,kyGω,kx,ky (z = ±l|z0) = 0 (4.24)
Une fois la fonction de Green e´value´e, le de´placement transversal s’obtient graˆce
a` l’inte´grale :
ξˆz(ω, kx, ky, z) =
∫ +l
−l
dz0 Gω,kx,ky(z|z0) hω,kx,ky Pˆ ′ (ω, kx, ky, z0) . (4.25)
Cette manie`re de re´soudre le proble`me a l’avantage de bien se´parer ce qui
concerne la physique propre de la couche (la fonction de Green) et la perturbation
initiale Pext. Diffe´rents pulses de pression peuvent eˆtre envisage´s, mais la fonction
de Green reste toujours la meˆme et ne de´pend que des caracte´ristiques intrinse`ques
du syste`me. On gagne donc beaucoup en compre´hension en suivant pas a` pas les
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diffe´rentes e´tapes de ce raisonnement plutoˆt qu’en re´solvant directement le syste`me
d’e´quations aux de´rive´es partielles par un proce´de´ nume´rique.
Le de´placement dans l’espace re´el (O, x, y, z, t) s’obtient a` partir du de´placement
dans l’espace de Fourier-Laplace par inversions successives des transforme´es de La-
place et de Fourier
ξz(t, x, y, z) =
1
(2π)2
∫ +∞
−∞
dkxdkye
i(kxx+kyy)
1
2π
∫ +∞+iǫ
−∞+iǫ
dω ξˆz(ω, kx, ky) e
−iωt (4.26)
ou` ǫ > 0.
Conforme´ment a` l’appendice B, l’inversion de la transforme´e de Laplace consiste
en une inte´gration le long d’un contour (en l’occurrence une droite paralle`le a` l’axe
re´el) du plan ω-complexe. Ce contour est choisi pour passer au-dessus de toutes les
singularite´s de l’inte´grand, c’est a` dire essentiellement de la fonction de Green. Ces
singularite´s jouent un roˆle fondamental dans le raisonnement, car ce sont elles qui
de´terminent les caracte´ristiques des perturbations spatio-temporelles. Le prochain
paragraphe est de´die´ a` l’e´tude des singularite´s de la fonction de Green.
4.7 Singularite´s de la fonction de Green
La fonction de Green peut s’exprimer sous une forme analytique ferme´e a` par-
tir de deux solutions inde´pendantes de l’e´quation diffe´rentielle homoge`ne associe´e
a` (4.18). Pour des valeurs fixe´es de ω, kx, ky, notons ug et ud ces solutions satis-
faisant aux conditions aux limites, pour la premie`re z = −l (gauche) et z = +l
(droite) pour la seconde. De´finissons le wronskien de ces deux fonctions par W (z) =
ug(z)u
′
d(z)− u′g(z)ud(z), alors la fonction de Green prend la forme suivante :
Gω,kx,ky(z|z0) =
{
ug(z)ud(z0)
f(z)W (z)
pour z ≤ z0,
ug(z0)ud(z)
f(z)W (z)
pour z ≥ z0.
(4.27)
Un the´ore`me classique montre que le de´nominateur Dω,kx,ky = f(z)W (z) ne de´pend
pas de z. On peut donc re´e´crire la fonction de Green de manie`re plus condense´e :
Gω,kx,ky(z|z0) =
ug(z<)ud(z>)
Dω,kx,ky
(4.28)
ou` z< (resp. z>) de´signe le minimum (resp. le maximum) de z et z0.
Analysons maintenant les singularite´s de la fonction G de la variable complexe
ω pour kx, ky et z, z0 fixe´s. Ces singularite´s se divisent en deux cate´gories qui donnent
une contribution diffe´rente aux perturbations finales.
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La premie`re classe de singularite´s provient d’une annulation e´ventuelle du de´-
nominateur de la fonction de Green. L’e´quation Dω,kx,ky = 0 sous-entend une relation
implicite entre ω et le vecteur d’onde. Mais, comme le de´nominateur ne de´pend pas
de la position dans la couche, les fre´quences solutions correspondent a` des oscillations
globales de la queue magne´tosphe´rique. On parle alors de modes propres discrets.
Ces solutions sont analogues aux modes propres d’une corde vibrante fixe´e aux deux
extre´mite´s. Leur existence est lie´e au type de conditions aux limites que l’on im-
pose au syste`me. Mathe´matiquement, les solutions de l’e´quation Dω,kx,ky = 0 consti-
tuent des poˆles pour la fonction de Green. Ils re´sultent de l’annulation du wronskien
pre´ce´demment de´fini. En effet lorsque le wronskien s’annule, les solutions ug et ud ne
sont plus inde´pendantes ; elles ve´rifient la meˆme e´quation et les meˆmes conditions aux
limites, c’est a` dire qu’elles sont proportionnelles entre elles. Nous verrons plus loin
que, dans le cas de la couche de Harris, les poˆles de la fonction de Green sont tous
situe´s sur l’axe re´el. Ils correspondent donc a` des vibrations stables et non amorties.
Le calcul de ces modes propres et la reconstruction du signal qui en re´sulte seront
l’objet du chapitre suivant.
Il existe cependant un autre type de singularite´s spe´cifique des milieux non ho-
moge`nes. En effet, l’e´quation maˆıtresse (4.18) devient singulie`re lorsque le coefficient
fω,kx,ky passe par 0. L’examen de la formule (4.19) montre qu’il en est ainsi quand
la vitesse de phase ω/kx de la perturbation est e´gale soit a` la vitesse d’Alfve`n locale
vA(z), soit a` la vitesse cusp locale vc(z). Comme z est une variable continue, pour
toute fre´quence comprise entre 0 et kve ou 0 et kvce, il existe une position dans la
couche qui annule le coefficient f . On parle alors de spectre continu ou de conti-
nuum. Pre´cisons maintenant la nature mathe´matique de ces singularite´s et ce qu’elle
implique pour la forme de la solution au voisinage d’un point singulier.
Pour des valeurs fixe´es de ω, kx, ky, notons zs la position pour laquelle ω =
kxvA(zs), alors les deux coefficients f et g s’annulent en zs. Au voisinage de ce point,
on peut donc e´crire f(z) = f ′(zs)(z−zs) et g(z) = g′(zs)(z−zs). L’e´quation maˆıtresse
devient alors :
d
dz
[
(z − zs)ξˆ′z
]
+K(z − zs)ξˆz = 0
La solution de cette e´quation s’e´crit de manie`re ge´ne´rale :
ξˆz(z) = a(z) + b(z) ln(z − zs)
impliquant donc une divergence logarithmique de la solution en zs.
De meˆme si zs de´signe le point ou` la vitesse de phase est e´gale a` la vitesse cusp
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ω = kxvc(zs), une divergence logarithmique apparaˆıt en zs. Dans le plan ω-complexe,
on doit tenir compte de ce caracte`re logarithmique en de´finissant des lignes de coupure
reliant des points de branchement. L’e´tude de la fonction logarithme de la variable
complexe est de´taille´e dans l’appendice C. Mais l’e´tude ge´ne´rale des solutions de
(4.18) dans le continuum sera analyse´e au chapitre 6.
51
Chapitre 5
Les modes globaux de la queue
magne´tosphe´rique terrestre
Dans ce chapitre, nous allons nous restreindre aux modes propres discrets de
la couche de Harris en ne conside´rant que des perturbations se propageant selon la
direction (Ox) du champ magne´tique statique. Autrement dit, nous supposons que la
composante ky du vecteur d’onde est identiquement nul. Cela a pour conse´quence de
simplifier grandement les e´quations pre´ce´demment de´rive´es. Le paragraphe 5.1 pose
a` nouveau le proble`me en tenant compte de cette hypothe`se supple´mentaire.
L’expression de la fonction de Green donne´e au chapitre pre´ce´dent est tout a`
fait ge´ne´rale, mais elle n’est pas bien adapte´e a` l’e´tude des modes discrets. En effet
l’e´quation maˆıtresse (4.18) peut eˆtre vue comme un ope´rateur line´aire de type Sturm-
Liouville agissant sur le de´placement transversal. La fre´quence ω joue alors le roˆle de
valeur propre de cet ope´rateur. La the´orie des ope´rateurs de Sturm-Liouville montre
qu’il existe une base orthonorme´e de fonctions propres associe´es a` des valeurs propres
bien de´finies. La fonction de Green du proble`me peut alors se de´composer sur cette
base. C’est l’objet du paragraphe 5.2.
5.1 Conse´quences de l’hypothe`se ky = 0
L’hypothe`se ky = 0 simplifie le proble`me car le mode d’Alfve`n transversal se
de´couple des deux autres modes magne´toacoustiques de la MHD. En effet, si on
revient a` l’expression du de´placement ξˆy (e´quation (4.17)), on constate qu’il est iden-
tiquement nul. Un simple pulse de pression exte´rieure, uniquement fonction des va-
riables x et z, ne peut engendrer des ondes transversales polarise´es suivant y. Ces
ondes appartiennent au mode torsionnel d’Alfve`n qui est alors de´couple´ des modes
compressionnels de la MHD.
52
5.1. CONSE´QUENCES DE L’HYPOTHE`SE KY = 0
D’autre part, l’e´quation maˆıtresse (4.18) conserve la meˆme forme, mais l’expres-
sion des coefficients change (pour alle´ger l’e´criture kx est remplace´ par k) :
d
dz
[
fω,k(z)
dξˆz
dz
]
+ gω,k(z)ξˆz = hω,k
dPˆ
dz
(5.1)
avec
fω,k(z) = ρeq(z)(v
2
A + v
2
s)
ω2 − k2v2c (z)
ω2 − k2v2s
gω,k(z) = ρeq(z)(ω
2 − k2v2A(z))
hω,k =
ω2
ω2 − k2v2s
On constate que le continuum d’Alfve`n a disparu, renforc¸ant l’ide´e que le mode
torsionnel d’Alfve`n est de´couple´ dans ce proble`me. Il subsiste encore le continuum
cusp, car les perturbations se propageant a` la vitesse cusp sont de nature compres-
sionnelle.
Fig. 5.1 Re´gionnement du plan (ω,k) suivant le type de solution escompte´e : en
rouge, solution singulie`re ; en vert, solution re´gulie`re rayonnant vers l’exte´rieur ; en
bleu, solution re´gulie`re e´vanescente.
ω
kx
ω = kxve
ω = kxvs
ω = kxvce
Enfin, il est inte´ressant de construire un diagramme (ω, k), dans lequel figurent
les diffe´rents types de solutions attendues suivant le domaine de fre´quence. Dans
une couche de Harris, la vitesse cusp varie entre 0 et une valeur maximale vce =√
v2ev
2
s/(v
2
e + v
2
s), le´ge`rement infe´rieure a` la vitesse du son. Pour tout point situe´ a`
l’inte´rieur du secteur de couleur rouge sur la figure 5.1, il existe une position dans la
couche qui rend l’e´quation (5.1) singulie`re. Les solutions correspondantes posse`dent
une divergence logarithmique et repre´sentent donc des modes continus. Dans le reste
du diagramme, l’e´quation (5.1) est re´gulie`re, mais nous avions souligne´ au chapitre
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pre´ce´dent deux comportements distincts de la solution a` l’infini. Elle pouvait eˆtre
sinuso¨ıdale (modes rayonnants vers l’exte´rieur) ou exponentielle (modes confine´s dans
la couche) suivant le signe du coefficient de´fini a` l’e´quation (4.22) que nous re´e´crivons
ici :
α2e = −
(ω2 − k2v2e)(ω2 − k2v2s)
(v2s + v
2
e)(ω
2 − k2v2ce)
(5.2)
Il est facile de de´duire que si ω > kve (domaine colore´ en vert), α
2
e < 0 et la
solution de (5.1) est sinuso¨ıdale a` l’infini. Par contre si kvs < ω < kve (domaine colore´
en bleu), la solution est exponentielle a` l’infini. La figure 5.1 re´sume ces conclusions.
Comme nous nous inte´ressons exclusivement, dans ce chapitre, aux modes discrets
et localise´s dans la couche, nous restreignons notre e´tude au domaine de fre´quence
kvs < ω < kve.
5.2 De´veloppement de la fonction de Green sur les
fonctions propres
Le proble`me que nous avons donc a` re´soudre est le suivant. Il s’agit de trouver
les fonctions ψ qui satisfont l’e´quation aux valeurs propres suivante :
Lω,k[ψ] + ω2ψ = 0
dψ
dz
(z = ±l) ± αe(ω,k)ψ(z = ±l) = 0
avec Lω,k = 1
ρeq
d
dz
[
fω,k(z)
d
dz
]
− k2v2A(z)× .
L’ope´rateur line´aire L est de type Sturm-Liouville et ω2 joue le roˆle de valeur propre.
La the´orie bien e´tablie de ces ope´rateurs montre qu’il existe une base comple`te et in-
finie de fonctions solutions (ψn)n∈N (les fonctions propres) pour des valeurs discre`tes
et bien de´finies (ωn)n∈N de la valeur propre. Cependant, la valeur propre ω apparaˆıt
non seulement dans la premie`re e´quation, mais e´galement dans les conditions aux
limites par l’interme´diaire du coefficient αe. Dans ce cas, la base de fonctions propres
est bien comple`te, mais non orthogonale pour le produit scalaire < ψm, ψn >=∫ +l
−l
ρeq(z)ψm(z)ψn(z)dz. Or, lors de la reconstruction du signal, une de´composition
sur la base des fonctions propres sera ne´cessaire. Si la base n’est pas orthogonale, les
coefficients de cette de´composition ne pourront pas eˆtre e´value´s facilement. La condi-
tion d’orthogonalite´ est indispensable pour la suite des calculs. C’est pourquoi nous
allons suivre le raisonnement propose´ par Morse et Feschbach (1953) ; nous allons
re´soudre, pour des valeurs fixe´es de ω et k, l’e´quation suivante ou` la valeur propre est
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note´e λ :
Lω,k[ψ] + λ2ψ = 0, (5.3)
assortie des conditions aux limites pre´ce´dentes qui ne de´pendent pas de la valeur
propre λ. Les fonctions solutions forment alors une base orthonorme´e comple`te pour
le produit scalaire ci-dessus et chaque fonction propre ψn est associe´e a` une valeur
propre λn pour la meˆme valeur de la fre´quence ω.
Ensuite, nous pouvons de´velopper la fonction de Green sur cette base de fonction
en e´crivant :
Gω,k =
∞∑
n=1
anψn(z). (5.4)
Pour de´terminer les coefficients de cette de´composition, on injecte cette expression
dans l’e´quation que satisfait la fonction de Green (e´quation (4.24)) que nous rappelons
ici :
Lω,k[Gω,k] + ω2Gω,k(z|z0) = δ(z − z0)
ρeq(z)
,
on obtient, compte tenu du fait que ψn est solution de (5.3) :
∞∑
n=1
an(ω
2 − λ2n)ψn =
δ(z − z0)
ρeq(z)
.
On prend ensuite le produit scalaire de cette expression multiplie´e par ψm :
∞∑
n=1
an(ω
2 − λ2n) < ψm, ψn >= ψm(z0). (5.5)
L’orthogonalite´ de la base des fonctions propres prend alors toute sa signification, car
dans ce cas, le produit scalaire de deux fonctions propres d’indices diffe´rents est nul,
autrement dit < ψm, ψn >= δmn. De ce fait, seul le terme d’indice m subsiste dans la
sommation et on tire finalement le coefficient de la de´composition :
am =
ψm(z0)
ω2 − λ2m
.
Nous obtenons donc une deuxie`me expression de la fonction de Green, plus utile dans
l’e´tude pre´sente des modes discrets :
Gω,k(z|z0) =
+∞∑
n=1
ψn(z)ψn(z0)
ω2 − λ2n(ω, k)
. (5.6)
Insistons bien sur le fait que le calcul pre´ce´dent est effectue´ pour une valeur parti-
culie`re de la fre´quence ω. En conse´quence, la suite des valeurs propres (λn) de´pend
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naturellement de ce parame`tre. Terminons l’analyse en remarquant que l’expres-
sion pre´ce´dente de la fonction de Green met clairement en e´vidence la pre´sence
de poˆles. Ce sont en effet les racines du de´nominateur, i.e. de l’e´quation transcen-
dante ω ± λn(ω, k) = 0. Pour chaque n, cette e´quation a deux racines re´elles op-
pose´es ±ωn(k). Les fonctions ωn(k) sont analogues a` des relations de dispersion, elles
repre´sentent les fre´quences propres des modes discrets se propageant dans la couche
de courant. Nous verrons, dans le paragraphe de´die´ a` la reconstruction du signal,
comment les poˆles de la fonction de Green sont utilise´s dans l’e´tablissement de l’ex-
pression finale du de´placement. Mais avant, il convient de calculer ces fre´quences
propres et de commenter les relations de dispersions obtenues.
5.3 Relations de dispersion
L’e´quation diffe´rentielle (5.1) n’ayant pas de solution analytique pour une couche
de Harris, une re´solution nume´rique s’ave`re ne´cessaire. Pour cela nous avons utilise´
la me´thode de Runge-Kutta d’ordre 4 (fournie par le logiciel matlab) en prenant
comme condition ”initiale” ψ′(0) = 0 pour les modes pairs et ψ(0) = 0 pour les modes
impairs. L’inte´gration de l’e´quation diffe´rentielle s’effectue pour des valeurs fixe´es de
ω et de k et la valeur de λ est modifie´e chaque fois que la condition aux limites en
z = +l (l = 10a) n’est pas satisfaite. Nous obtenons alors un jeu de fonctions λn(ω, k),
puis nous re´solvons l’e´quation transcendante ω = λn(ω, k) pour avoir les fre´quences
propres.
Les relations de dispersion sont illustre´es sur la figure 5.2 pour les 4 premiers
modes. Les grandeurs figurant sur les axes sont normalise´es. Le nombre d’onde est
normalise´ a` 1/a et la pulsation ω a` vs/a. Avec les valeurs caracte´ristiques de la
queue (a = 6400 km, vs = 400 km/s) une pulsation ω = 1 correspond a` une fre´quence
ν = vs/(2πa) ≃ 10 mHz. Les relations de dispersion sont des droites presque paralle`les
entre elles avec une pente caracte´ristique de l’ordre de la vitesse du son. Pour une
vitesse de phase donne´e, il existe un ensemble infini de valeurs propres et de fonctions
propres, avec un nombre croissant de nœuds, comme la the´orie de Sturm-Liouville
le pre´voit. Cependant, pour un vecteur d’onde donne´, les fre´quences propres sont en
nombre fini et majore´es par kve ou` ve est la vitesse d’Alfve`n dans les lobes. L’intervalle
se´parant deux fre´quences successives est de l’ordre de vs/a ≃ 10 mHz. Pour k faible,
les modes se connectent a` la droite kve. Contrairement a` ce que la figure 5.2 peut
laisser penser, il ne s’agit pas de points anguleux. Un calcul plus de´taille´ au voisinage
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Fig. 5.2 Relations de dispersion pour les 4 premiers modes (du bleu au mauve)
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Fig. 5.3 Vitesses de groupe pour les 4 premiers modes
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de ces points montre que la vitesse de groupe varie brutalement, dans un domaine tre`s
e´troit de longueur d’onde, de la vitesse du son (vs = 400 km/s) a` la vitesse d’Alfve`n
dans les lobes (ve ≃ 11vs) (cf. figure 5.3).
Fig. 5.4 Structure spatiale des modes propres : bleu : k = 0.5, vert : k = 1 et rouge :
k = 2
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Ces deux figures suscitent encore quelques commentaires. Pour des valeurs rai-
sonnables des parame`tres d’e´quilibre de la couche de Harris (a = 1RE = 6400 km,
vs = 400 km/s), la pe´riode normalise´e est a/vs = 16 s. Aussi, le premier harmonique
correspond de´ja` a` une valeur assez e´leve´e de la fre´quence, de l’ordre de 20 mHz.
Il est e´galement inte´ressant de conside´rer la structure spatiale (dans la direction
z) des modes. La figure 5.4 repre´sente ces variations pour les 4 premiers modes et
pour trois valeurs diffe´rentes du nombre d’onde : k = 0.5, k = 1 et k = 2. Les
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modes successifs posse`dent un nombre croissant de ze´ros, comme le pre´voit la the´orie
standard de Sturm-Liouville. Ces fonctions ont e´te´ obtenues avec des conditions aux
limites libres et sont, par conse´quent, intrinse`ques a` la couche de plasma. On constate
que l’extension spatiale de ces modes de´pend du nombre d’onde, ces derniers sont plus
resserre´s pour des valeurs e´leve´es de la longueur d’onde.
Enfin concluons cette analyse en remarquant qu’aucun poˆle n’a e´te´ trouve´ au
dessus de l’axe re´el. Ce re´sultat confirme donc la stabilite´ de la couche de Harris vis
a` vis des perturbations bidimensionnelles de la MHD.
5.4 Reconstruction du signal
5.4.1 Inversion de la transforme´e de Laplace
Inte´ressons-nous maintenant a` l’inte´gration sur ω. L’inte´grand apparaissant
dans l’inversion de la transforme´e de Laplace (cf. e´quation (4.26)) s’e´crit
Fω,k(z|z0) = Gω,k(z|z0)hω,kPˆ ′ω,k(z0)e−iωt.
Fig. 5.5 Contour C d’inte´gration dans le plan ω-complexe.
ℜ(ω)
ℑ(ω)
C
t < 0
t > 0
ω0−ω0
ω1−ω1
ω2 · · ·· · · − ω2
Le contour d’inte´gration est la droite C, paralle`le a` l’axe re´el passant au-dessus
de toutes les singularite´s de F . Ces dernie`res se re´duisent a` des poˆles simples situe´s
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sur l’axe re´el, dans le domaine de fre´quence e´tudie´. Il est donc naturel d’utiliser le
the´ore`me des re´sidus pour e´valuer cette inte´grale. Ainsi, on cherche a` refermer ce
contour par un demi-cercle de rayon infini. Lorsqu’on fait tendre |ω| vers l’infini, la
fonction F tend vers 0 si l’on se trouve dans le demi-plan supe´rieur pour t < 0 et dans
le demi-plan infe´rieur pour t > 0. Donc, si le contour d’inte´gration est referme´ comme
indique´ sur la figure 5.5, on peut conclure que, pour une valeur fixe´e du nombre d’onde
k :
– Pour t < 0, aucun poˆle n’est encercle´ par le contour, si bien que l’inte´grale
est nulle : ξz(t, x, z) = 0. Ce re´sultat est conforme au principe de causalite´.
Avant que le pulse exte´rieur n’agisse, la couche est au repos et le de´placement
est identiquement nul.
– Pour t > 0, le contour encercle quelques poˆles de la fonction de Green. De
l’application du the´ore`me des re´sidus, on tire :
∫
C
Fω,k(z|z0)dω = −2iπ
N(k)∑
n=1
ψ
(ωn,k)
n (z)ψ
(ωn,k)
n (z0)
2ωn
(
1− dλn
dω
(ωn, k)
)
× hωn,k
[
Pˆ ′ωn,k(z0)e
−iωnt − Pˆ ′−ωn,k(z0)eiωnt
]
,
(5.7)
ou` N(k) est le nombre de poˆles positifs encercle´s pour chaque valeur de k .
Nous n’avons tenu compte dans cette expression que des poˆles lie´s a` la re´solution
de l’e´quation diffe´rentielle (fre´quences propres du proble`me). En toute rigueur, il
faudrait rajouter les poˆles ω = ±kvs apparaissant au de´nominateur de la fonction hω,k
ainsi que les poˆles e´ventuels apporte´s par le pulse de pression Pˆ lui-meˆme. Cependant,
les premiers poˆles correspondent simplement a` la propagation d’une onde sonore selon
la direction (Ox), sur laquelle il n’est pas tre`s inte´ressant de s’appesantir. Les poˆles de
Pˆ se situent dans le demi-plan ne´gatif, ils fournissent donc au signal reconstruit une
contribution proportionnelle a` un terme du type exp(−t/τ) qui s’amortit rapidement.
Il s’agit en fait du re´gime transitoire.
Nous allons maintenant utiliser cette expression pour de´terminer les perturba-
tions re´sultant de divers types de pulses initiaux.
5.4.2 Exemples de pulse initial
Nous supposons que le pulse de pression exte´rieur posse`de une structure gaus-
sienne en x et en z avec des demi-hauteurs respectivement note´es Lx et Lz. Le choix
de la fonction de Gauss n’est pas impe´ratif, nous aurions pu prendre une autre forme.
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Ce qui importe, c’est de de´finir des e´chelles spatiales caracte´ristiques. De plus, la
fonction gaussienne a l’avantage de posse´der une transformation de Fourier parti-
culie`rement simple. La de´pendance temporelle du pulse est de nature exponentielle
avec une e´chelle caracte´ristique τ , si bien que :
Pext(t, x, z) = P0 exp
(
− x
2
2L2x
)
exp
(
−(z − z0)
2
2L2z
)
t
τ
exp
(
− t
τ
)
. (5.8)
La transforme´e de Fourier-Laplace de Pext s’e´crit :
Pˆ (ω, k, z) =
√
2π
P0Lxτ
(1− iωτ)2 exp
(
−k
2L2x
2
)
exp
(
−(z − z0)
2
2L2z
)
. (5.9)
En introduisant cette expression dans (5.7) et en calculant explicitement l’inte´gration
en k, nous obtenons l’expression suivante :
ξz(t, x, z) =
√
2
π
P0Lxτ
∞∑
n=1
∫ +∞
kln
dke−k
2L2x/2 cos(kx)
ωn
ω2n − k2v2s
× 2ωnτ cos(ωnt)− (1− ω
2
nτ
2) sin(ωnt)
(1 + ω2nτ
2)2
Ψn
1− dλn
dω
ψ(ωn,k)n (z),
(5.10)
ou` kln est la plus petite valeur de k pour le n-ie`me harmonique et
Ψn = −
∫ +l
−l
ψ(ωn,k)n (z)
z − z0
L2z
e
−
(z−z0)
2
2L2z dz. (5.11)
Une fois le de´placement transversal calcule´, nous pouvons de´duire les autres
grandeurs physiques du proble`me graˆce aux e´quations (4.12) a` (4.14) :
P (r) = Peq(z − ξz)
(
1− γ
(
∂ξx
∂x
+
∂ξz
∂z
))
(5.12)
Bx(r) =
(
1− ∂ξz
∂z
)
Beq(z − ξz) (5.13)
Bz(r) =
∂ξz
∂x
Beq(z − ξz) (5.14)
Analysons maintenant plus pre´cise´ment les re´sultats du calcul en conside´rant
d’abord le cas d’un pulse syme´trique, puis celui d’un pulse excentre´ par rapport
a` la couche neutre. Comme nous le verrons, la parite´ du pulse initial conditionne
grandement la nature des perturbations excite´es.
5.4.3 Excitation du premier harmonique par un pulse centre´
sur la couche neutre
Nous commenc¸ons notre e´tude en conside´rant une perturbation initiale centre´e
sur la couche neutre (z0 = 0) dont l’amplitude est e´gale a` la pression magne´tique dans
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les lobes : P0 = Pme = B
2
e/(2µ0). Il est important de souligner de`s a` pre´sent qu’il
s’agit d’une valeur tre`s e´leve´e de la pression (100% de la pression d’e´quilibre). En
conse´quence, le traitement line´aire d’une telle perturbation n’est pas correct en toute
rigueur. Cependant, dans le cadre line´aire, l’amplitude des perturbations engendre´es
est proportionnelle a` l’amplitude de la source excitatrice. Il faut donc envisager cette
valeur de P0 comme une unite´ de re´fe´rence.
D’apre`s l’e´quation (5.11), Ψn n’est non nul que pour n impair. En effet, si n est
pair, ψn est une fonction paire de z et multiplie´e par une fonction impaire, l’inte´grale
est nulle. Par conse´quent, si le pulse de pression exte´rieur est syme´trique, seuls les
modes impairs sont excite´s. L’importance relative de ces diffe´rents modes dans le
signal complet de´pend des parame`tres de la perturbation initiale, comme nous le
verrons plus loin.
Dans un premier temps, conside´rons la propagation du de´placement transver-
sal ξz pour un pulse initial de´fini par les parame`tres suivants : Lz = a ; Lx = a ;
τ = 8s = 0.5a/vs. La figure 5.6 repre´sente l’e´volution spatio-temporelle du premier
harmonique calcule´ en z = 0.5a. La premie`re colonne correspond a` l’e´volution spatiale
des perturbations observe´es a` des instants successifs (t= 0, 20, 40 et 60 ; ou bien 0, 320,
480 et 960 s), alors que la colonne de droite illustre l’e´volution temporelle enregistre´e
a` diverses distances du pulse initial (x=10, 20, 40, 60RT ). Ces deux se´ries de graphes
offrent donc deux vues comple´mentaires de la propagation du signal. On peut noter
une forte dispersion du pulse initial. En effet, la forme gaussienne du signal initial se
transforme assez rapidement en un long train d’ondes. Pour t = 20 (figure 5.6-a2),
on reconnaˆıt encore le pic gaussien, mais ce dernier s’estompe apre`s propagation sur
une distance de l’ordre de 50RT (ou sur une dure´e de l’ordre de 15 minutes). Ainsi,
pour un observateur situe´ loin dans la queue, le signal rec¸u ressemble davantage a`
des oscillations monochromatiques avec une pe´riode dominante de 4 unite´s de temps
(i.e. 1 minute) qu’a` un pulse gaussien a` spectre large. Ce constat s’explique a` l’aide
du diagramme de dispersion. Un pulse gaussien de´pose majoritairement de l’e´nergie
dans le domaine des grandes longueurs d’onde (ou des faibles vecteurs d’onde), en
l’occurrence ici, dans la zone proche de la droite ω = kve ou` la dispersion est maxi-
male. La pulsation normalise´e pour ces petites valeurs de k vaut 1.5, ce qui correspond
bien a` des pe´riodes de 2π/1.5 ≃ 4. Ce re´sultat est en fait ge´ne´ral : un pulse gaussien
de pression engendre des perturbations plutoˆt monochromatiques avec une fre´quence
typique donne´e par les parame`tres de la couche de Harris (ω ≃ 1.5vs/a).
Nous pouvons poursuivre notre analyse de la propagation du de´placement trans-
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Fig. 5.6 Propagation du de´placement transversal : (a) en fonction de x pour 4 valeurs
de t = 0−20−40−60 et (b) en fonction de t pour 4 valeurs de x = 10−20−40−60.
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Fig. 5.7 Vitesses de propagation du signal : isocontours du de´placement transversal
ξz dans le plan (t, x)
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vitesse du son
versal en recherchant la ou les vitesse(s) de propagation. Pour ce faire, la figure 5.7
montre la propagation du signal dans le plan (t, x) pour z = 0.5a. Deux vitesses
caracte´ristiques ressortent nettement de ce diagramme. La premie`re est la vitesse
d’Alfve`n dans les lobes : ve ≃ 11vs ≃ 4400 km/s, la seconde est le´ge`rement infe´rieure
a` la vitesse du son 0.8vs = 320 km/s et correspond au minimum de la vitesse de
groupe. Ainsi, un satellite situe´ en un point fixe de la couche rec¸oit tout d’abord
un pre´curseur de grande longueur d’onde et de pe´riode avoisinant la minute qui se
propage a` la vitesse de phase maximale ve. Puis le satellite ”voit” arriver un paquet
d’ondes constitue´ de longueurs d’onde plus courtes se de´plac¸ant au minimum de la
vitesse de groupe (cf. e´galement les graphes 5.6-b). En un point donne´, les oscillations
pre´sentent donc au cours du temps une longueur d’onde qui varie entre 45RT et 3RT .
Examinons maintenant la structure spatiale dans la direction z de la perturba-
tion. La figure 5.8 repre´sente les lignes de niveaux du de´placement transverse, de la
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Fig. 5.8 Structures spatiales du de´placement transversal, de la pression thermique
et de la pression magne´tique a` t = 40.
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Fig. 5.9 Spectres des champs magne´tiques perturbe´ et total a` t = 40.
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pression thermique et de la pression magne´tique dans le plan (x, z) a` l’instant t = 40
ou 640 s. Le signal pre´curseur correspond a` la partie de la courbe de dispersion proche
de la droite ω = kve. Il posse`de donc les plus faibles valeurs de fre´quence et de nombre
d’ondes. Au paragraphe 5.3, nous avions indique´ que les modes de grande longueur
d’onde posse`dent l’extension spatiale la plus grande. Or nous constatons bien que
le signal pre´curseur s’e´tend au-dela` de 5a. En revanche, le paquet d’ondes principal
est plus confine´ autour de la couche neutre avec une extension typique de 1a. C’est
e´galement proche de la couche neutre que l’on observe les plus fortes variations de
la pression thermique. Par ailleurs, les pressions magne´tique et thermique varient en
phase dans la direction x et en opposition de phase dans la direction z.
Concernant l’amplitude des perturbations, nous pouvons constater qu’elle est
relativement modeste pour un pulse de pression exte´rieur aussi intense. En effet,
l’amplitude maximale des fluctuations de pression atteint a` peine un dixie`me du
pulse initial. Pour le de´placement transverse, on note une amplitude de l’ordre de
0.02a (= 120km) au maximum. Les fluctuations du champ magne´tique sont maxi-
males au voisinage de la ligne neutre (pour z = 0.5) et atteignent 0.03Be pour la
composante longitudinale et 0.015Be pour la composante transversale, alors qu’a` cet
endroit le champ magne´tique d’e´quilibre est d’environ 0.5Be. Ainsi, un pulse de pres-
sion exte´rieur n’engendre pas de fortes perturbations de la couche de Harris. Cela
signifie e´galement que les perturbations magne´tiques de 1nT observe´es dans la queue
magne´tosphe´rique correspondent a` des pulses de pression initiaux tre`s intenses. Si de
telles perturbations peuvent se propager sur des modes line´aires (rappelons que le
champ magne´tique dans les lobes peut atteindre 30 nT), la perturbation initiale qui
les engendre sort vraisemblablement du cadre de la the´orie line´aire.
Pour clore cette partie, inte´ressons-nous a` la polarisation du champ magne´tique
illustre´e sur la figure 5.9. Le premier graphe montre le champ perturbe´ seul et le
second le champ magne´tique total (perturbe´ + statique). Comme les fluctuations
magne´tiques sont tre`s faibles par rapport au champ statique, elles ont e´te´ amplifie´es
d’un facteur 20 avant d’eˆtre ajoute´es au champ d’e´quilibre. Cette ope´ration n’a pas
d’autre but que de rendre plus visible la topologie des lignes de champ. Elle ne
modifie en aucun cas la structure ge´ome´trique des perturbations. Les fluctuations
magne´tiques pre´sentent une succession de vortex de sens alterne´s. Sur l’axe z = 0,
aucune perturbation n’est observe´e ; il existe donc une barrie`re imperme´able aux
lignes de champ entre les deux lobes de la queue magne´tosphe´rique. De part et d’autre
de cette barrie`re, la ge´ome´trie des lignes de champ est antisyme´trique. Lorsque le
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champ magne´tique statique est superpose´, la topologie des lignes de champ ressemble
a` un chapelet de saucisses, les Anglo-saxons lui ont donne´ le nom de mode ”sausage” †.
Contrairement a` ce qu’indique la figure, l’ondulation du champ magne´tique reste
faible. Avec une perturbation initiale aussi forte que 1Pme, la de´viation maximale
dans la direction du champ magne´tique est plus petite que 2o a` z = 0.5a.
5.4.4 Coefficients de couplage
Le but de ce paragraphe est d’e´tudier l’influence des parame`tres de´finissant le
pulse initial sur les amplitudes des diffe´rents modes excitables. Nous commenc¸ons par
comparer les re´sultats du paragraphe pre´ce´dent a` ceux obtenus avec une extension
spatiale diffe´rente de la perturbation initiale. Par exemple, en prenant Lx = 10a a` la
place de Lx = 1a, on concentre l’e´nergie initiale sur un domaine de vecteur d’onde
beaucoup plus restreint. Les diffe´rents modes sont donc excite´s dans un petit intervalle
de nombre d’onde proche de la droite ω = kve. Ainsi, le signal reconstruit est compose´
de modes se propageant a` des vitesses proches de la vitesse maximale d’Alfve`n et for-
tement dispersifs en raison de l’importante variation de la vitesse de groupe dans cet
intervalle de longueur d’onde. La dispersion du signal est particulie`rement nette sur la
figure 5.10, repre´sentant toujours le premier harmonique du de´placement transversal
selon le meˆme sche´ma que la figure 5.6. La figure 5.11 illustre l’expansion spatiale
du de´placement transversal, de la pression thermique et de la pression magne´tique
a` l’instant t = 40a. Comme attendu, le signal s’e´tend tre`s loin dans les lobes et la
propagation est tre`s rapide, si bien qu’apre`s seulement quelques minutes, l’e´nergie
initiale s’est re´partie sur une distance de plus de 100RT . Par contre, la pe´riode des
oscillations avoisine encore une minute et la longueur d’onde se situe toujours au-
tour de 40RT . Ceci prouve que la pe´riode ou la longueur d’onde des oscillations sont
bien des caracte´ristiques intrinse`ques de la couche de plasma et ne de´pendent pas des
parame`tres ge´ome´triques de la perturbation initiale.
Nous pouvons expliquer plus ge´ne´ralement ces diffe´rences dans le comportement
spatio-temporel des perturbations en de´finissant un coefficient de couplage Cn(k),
fonction du nombre d’onde et de l’harmonique excite´. Pour une valeur donne´e de k,
†Le mode sausage ressemble a priori au mode tearing, une des solutions de l’e´quation de Vlassov
en the´orie cine´tique. Ne´anmoins, il s’agit d’une topologie diffe´rente : contrairement au mode tearing,
le champ magne´tique ne comporte pas de point X lie´ a` une reconnexion impossible dans le cadre de
la MHD ide´ale.
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Fig. 5.10 Propagation du de´placement transversal pour Lx = 10 : (a) en fonction de
x pour 4 valeurs de t = 0 − 20 − 40 − 60 et (b) en fonction de t pour 4 valeurs de
x = 10− 20− 40− 60.
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Fig. 5.11 Structures spatiales du de´placement transversal, de la pression thermique
et de la pression magne´tique a` t = 40.
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Fig. 5.12 Coefficients de couplage des deux premiers harmoniques impairs.
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Fig. 5.13 Coefficient de couplage du premier harmonique impair en fonction de k et
τ pour Lx = 1 et Lz = 1.
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la contribution du nie`me harmonique dans le signal complet peut s’e´crire :
ωn
ω2n − k2v2s
τ
(1− iωnτ)2Lxe
−
k2L2x
2
Ψn
1− dλn
dω
ψne
i(kx−ωnt),
on pose donc
Cn(k) =
ωn
ω2n − k2v2s
τ
|1− iωnτ |2Lxe
−
k2L2x
2
Ψn
1− dλn
dω
. (5.15)
Ce coefficient exprime simplement l’importance des diffe´rents harmoniques dans le
signal total. Il fournit e´galement, pour chaque mode, les k-composantes de Fourier
dominantes.
La premie`re figure (5.12) repre´sente ce coefficient en fonction du nombre d’onde
k pour les deux premiers harmoniques impairs (n = 1 et n = 3) et avec les va-
leurs suivantes des parame`tres : τ = 1, Lx = 1 et Lz = 1. On constate l’e´crasante
pre´dominance du premier harmonique sur le suivant. Ainsi, un pulse gaussien de pres-
sion thermique se connecte tre`s majoritairement sur le premier harmonique impair.
C’est pourquoi nous n’avons conside´re´ dans le paragraphe pre´ce´dent que cet har-
monique. Voyons maintenant comment les parame`tres de´finissant la forme du pulse
agissent sur l’efficacite´ de la connection.
Influence de τ La figure 5.13 illustre la variation de C1 en fonction de k et de τ
pour Lx = a et Lz = a. Quelle que soit la valeur de τ , le coefficient de couplage est
maximal pour les petits nombres d’onde. Ceci n’a rien d’e´tonnant, puisque le pulse
de pression exte´rieur a un comportement gaussien par rapport a` k. Pour un nombre
d’onde fixe´, le coefficient C1 passe par un maximum pour une valeur τm qui de´pend
de k. En effet la ligne de creˆte se rapproche de 0 lorsque k augmente. En revenant
sur l’e´quation (5.15), il est facile de voir que C1(τ) passe par un maximum pour
τm = 1/ω1(k). Par exemple, pour la plus petite valeur de k, on lit τm = 0.66 (en
vraie grandeur τm = 10.7 s), et ω1(k) ≃ 1.5. En choisissant une valeur de τ de l’ordre
de 10 s, on s’attend donc a` observer majoritairement des fluctuations de grandes
longueurs d’onde. Avec un pulse plus bref, le signal s’enrichit en longueurs d’onde
plus petites, mais son amplitude est comparativement plus faible.
Influence de Lx Le parame`tre Lx agit sur la largeur du pulse gaussien exte´rieur.
Plus Lx est grand, plus le pulse est e´tale´ dans l’espace re´el et plus il est resserre´
dans l’espace de Fourier autour de la valeur k = 0. On s’attend donc, dans ce cas,
a` n’exciter que des petits nombres d’onde. Ce re´sultat a e´te´ mis en e´vidence dans
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Fig. 5.14 Coefficient de couplage du premier harmonique impair en fonction de k et
Lx pour τ = 0.66 et Lz = 1.
0
5
10
15
20
0
0.5
1
1.5
2
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
k Lx
C1
Fig. 5.15 Coefficient de couplage du premier harmonique impair en fonction de k et
Lz pour Lx = 1 et τ = 0.66.
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l’e´tude compare´e des fluctuations engendre´es par un pulse de largeur Lx = a puis
de largeur 10 fois plus grande. C’est e´galement ce que montre la figure 5.14, ou` le
coefficient de couplage du premier harmonique est repre´sente´ en fonction de k et de
Lx pour τ = 0.66 et Lz = 1. Nous constatons que si Lx est supe´rieure a` l’e´paisseur
caracte´ristique de la couche de plasma (a = 1RT environ), le coefficient de couplage
chute tre`s rapidement en fonction de k, assurant que seules les grandes longueurs
d’onde demeurent pre´sentes dans le signal reconstruit. En revanche, si Lx est de l’ordre
ou infe´rieur a` l’e´paisseur de la couche, la de´croissance du coefficient de couplage est
moins abrupte. Le signal total s’enrichit en courtes longueurs d’onde. De l’e´quation
(5.15), on de´duit aise´ment que, pour un nombre d’onde fixe´, le coefficient de couplage
est maximal pour Lx = 1/k (ligne de creˆte sur le diagramme 3D).
Influence de Lz L’e´paisseur transversale du pulse joue pratiquement le meˆme roˆle
que l’e´paisseur longitudinale (figure 5.15). La portion du spectre de Fourier corres-
pondant aux faibles k est davantage excite´e pour des grandes valeurs de Lz, bien que
l’effet soit moins marque´ que pour Lx. Cette conclusion doit eˆtre mise en relation avec
la structure spatiale des modes propres. Comme indique´ sur la figure 5.4, les modes
s’e´talent d’autant plus dans la direction z que le nombre d’onde est faible.
En conclusion, un pulse posse´dant une extension en x et en z supe´rieure a`
l’e´paisseur caracte´ristique de la queue (typiquement quelques rayons terrestres) se
couple principalement sur des modes de grandes longueurs d’onde. En revanche, si
les dimensions du pulse correspondent aux dimensions de la queue, les fluctuations
engendre´es sont plus riches en courtes longueurs d’onde (et en hautes fre´quences),
mais leur amplitude reste plutoˆt faible. Ce re´sultat ame`ne une re´flexion plus ge´ne´rale
concernant les caracte´ristiques des perturbations susceptibles de de´clencher la propa-
gation de tel ou tel type d’oscillation. D’un point de vue physique, les perturbations
de faible extension spatiale, les seules a` se coupler efficacement sur les modes de
hautes fre´quences, vont eˆtre associe´es a` des perturbations d’e´nergie au voisinage de la
couche neutre et pourront favoriser le phe´nome`ne de reconnexion magne´tique. C’est
typiquement ce que l’on attend lors d’un sous-orage. Au contraire, des pulses de
grande extension spatiale ou, comme nous allons le voir dans le prochain paragraphe,
des perturbations venant de l’exte´rieur auront plus vraisemblablement de grandes
e´chelles spatiales. Ils de´clencheront plutoˆt des fluctuations de basse fre´quence dans la
couche.
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5.4.5 Cas ou` le pulse n’est pas syme´trique
Fig. 5.16 Coefficients de couplage pour z0 = 0.5, τ = 0.66, Lx = 1 et Lz = 0.5
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Si le pulse de pression exte´rieur n’est plus centre´ sur la couche neutre, les modes
pairs du de´placement peuvent eˆtre excite´s. Ces modes correspondent a` des perturba-
tions impaires de pression et a` des fluctuations paires de champ magne´tique. A titre
d’exemple, nous avons choisi les parame`tres suivants : z0 = 0.5RT , τ = 0.66(≃ 11 s),
Lz = 0.5RT et Lx = 1RT ou 10RT . Ils permettent une bonne connection de la pertur-
bation exte´rieure a` la fois sur le mode fondamental pair et sur le premier harmonique
impair (cf. figure 5.16 repre´sentant les coefficients de couplage des divers harmoniques
pour ces parame`tres). Le comportement temporel de ces deux modes est illustre´ sur
la figure 5.17 pour x = 40RT , et Lx = 1 pour le graphe supe´rieur et Lx = 10 pour le
graphe infe´rieur.
Dans ces deux graphes, nous voyons la propagation d’un signal pre´curseur
de grande longueur d’onde (surtout sur le premier harmonique) a` la vitesse ve.
Ce pre´curseur est suivi par le paquet d’ondes principal se de´plac¸ant a` une vitesse
le´ge`rement infe´rieure a` vs lorsque Lx = 1RT . Il est inte´ressant de remarquer que
le premier harmonique pre´sente une dispersion spatiale bien plus importante que le
fondamental. En effet la forme gaussienne du pulse initial reste visible pour le fon-
damental a` t = 45 pour Lx = 1 et a` t = 27 pour Lx = 10, alors que le premier
harmonique pre´sente une structure beaucoup plus ondulatoire. La pe´riode principale
du mode fondamental de´pend fortement de la valeur de Lx : elle vaut environ 5 unite´s
normalise´es, soit 80s, pour Lx = 1 ; et atteint 15 unite´s normalise´es, soit 4 minutes,
pour Lx = 10. En revanche, la pe´riode du pre´curseur associe´ au premier harmonique
reste e´gale a` 4 unite´s normalise´es (64 s) quelle que soit l’e´paisseur du pulse originel.
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Fig. 5.17 Variations temporelles du fondamental et du premier harmonique en x =
40RT et z = 0.5RT . La valeur de Lx est prise e´gale a` 1 en haut et a` 10 en bas.
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Ainsi, les perturbations de longue pe´riode ne peuvent eˆtre associe´es au premier
harmonique. Par exemple, des fluctuations de plusieurs minutes sont ne´cessairement
la signature du mode fondamental qui ne peut eˆtre excite´ que par des pulses non
syme´triques de pression thermique.
Afin de discuter la structure spatiale des perturbations, la figure 5.18 montre les
lignes de niveau du de´placement transversal, de la pression thermique et de la pression
magne´tique dans le plan (x, z) a` l’instant t = 40. Dans ce calcul tous les harmoniques
dominants (fondamental, premier et deuxie`me) ont e´te´ pris en compte. La structure
ge´ome´trique du signal est plutoˆt complexe. L’e´nergie reste cependant concentre´e dans
des zones de dimensions comparables a` celles du pulse initial. L’amplitude des per-
turbations de pression est de l’ordre de 0.04Pme, c’est a` dire deux ordres de grandeur
plus faibles que la pression initiale. De meˆme, les fluctuations magne´tiques avoisinent
un centie`me du champ magne´tique maximal a` l’e´quilibre. Comme pour les pulses
syme´triques, le couplage reste tre`s modeste.
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Fig. 5.18 Structure spatiale du de´placement transversal, de la pression magne´tique
et de la pression thermique a` t = 40 pour les parame`tres choisis.
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Fig. 5.19 Polarisation du champ magne´tique perturbe´ et du champ magne´tique total
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La polarisation magne´tique (figure 5.19) montre un me´lange assez complexe
entre les modes de type sausage pre´ce´demment analyse´s et les modes ”kink” (ana-
logues aux ripple-marks sur la plage !) provenant des modes pairs. Loin du pulse
initial (x > 40RT ), on observe une configuration du type sausage lie´e au premier
harmonique qui se propage beaucoup plus vite. En revanche pour 30RT < x < 40RT ,
la` ou` le fondamental domine le premier harmonique, les lignes de champ magne´tique
correspondent plutoˆt a` une configuration kink (mode pair). Bien que cela ne soit pas
visible sur la figure, la couche neutre ondule le´ge`rement autour de l’axe (Ox). En
effet, le champ magne´tique perturbe´ s’annule comple`tement lorsque Beq(z − ξz) = 0
(cf. e´quations (5.13) et (5.14)), c’est a` dire lorsque z = ξz.
5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons e´tudie´ la re´ponse d’une couche de Harris a` un
pulse de pression d’origine exte´rieure dans le cadre de la MHD line´aire. Nous nous
sommes limite´s a` la propagation de perturbations bidimensionnelles dans le plan
(x, z) correspondant aux modes discrets confine´s dans la structure. La caracte´risation
de ces modes propres (fre´quences, structure spatiale dans la direction de non ho-
moge´ne´ite´) est a priori importante pour la compre´hension de la dynamique de la
queue magne´tique. Cependant, ce travail n’est pas restreint au calcul des modes ; il
inclut e´galement la reconstruction du signal dans l’espace re´el des perturbations en-
gendre´es par une excitation initiale. Cette e´tude nous a permis de pre´dire l’amplitude
des fluctuations e´mises dans l’hypothe`se d’un comportement line´aire. C’est un point
essentiel de cette e´tude car il est indispensable pour une comparaison future avec les
donne´es expe´rimentales (voir chapitre 7).
Dans un premier temps, nous avons conside´re´ le cas d’un pulse de pression
syme´trique par rapport a` la couche neutre. Seuls les harmoniques impairs du de´-
placement transversal sont excite´s. Mais le premier harmonique impair occupe une
part dominante dans les perturbations, c’est pourquoi nous nous sommes limite´s a`
son e´tude. Avec des valeurs raisonnables pour les parame`tres de´finissant la couche de
Harris (a =6400 km, ρ0/ρe =100 et vs =400 km/s), nous avons constate´ que le pre-
mier harmonique correspondait a` une valeur de´ja` e´leve´e de la fre´quence, de l’ordre de
20 mHz, c’est a` dire a` des oscillations de pe´riode d’environ une minute. Dans une se-
conde e´tude, nous nous sommes inte´resse´s au cas d’un pulse non syme´trique. L’inte´reˆt
de cet exemple re´side dans l’excitation de tous les modes globaux de la couche (pairs
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et impairs). En particulier, il est possible d’exciter le mode fondamental correspon-
dant a` des pe´riodes plus longues atteignant plusieurs minutes, voire infinies en the´orie.
Naturellement, les parame`tres d’e´quilibre de la couche peuvent eˆtre ajuste´s pour ex-
pliquer des perturbations de pe´riode encore plus longues. Cependant, il semble clair
qu’avec une forme raisonnable d’excitateur et pour les parame`tres de la couche que
nous avons choisis, des pe´riodes supe´rieures a` 10 minutes ne peuvent pas s’interpre´ter
dans le cadre de la magne´tohydrodynamique line´aire.
Nous avons montre´ que la re´ponse de la couche de courant a` un pulse exte´rieur
se divise en deux parties : un signal quasi monochromatique se propage rapidement a`
la vitesse d’Alfve`n dans les lobes ve ≃4500 km/s, suivi d’un paquet d’ondes forme´ de
longueurs d’onde plus courtes et se propageant au minimum de la vitesse de groupe,
i.e. le´ge`rement infe´rieure a` la vitesse du son. De manie`re ge´ne´rale, nous avons constate´
une tre`s forte dispersion du pulse initial connecte´ au premier harmonique, cette disper-
sion s’accroissant encore avec des pulses de grande e´chelle. L’influence de la ge´ome´trie
de l’excitateur sur la propagation des fluctuations a e´te´ analyse´e en de´tail. Elle re´ve`le
qu’un pulse dont la taille caracte´ristique est tre`s supe´rieure aux dimensions de la
couche se connecte sur une petite plage de longueurs d’onde de l’ordre de 10 rayons
terrestres. En revanche, lorsque le pulse est de plus petite dimension correspondant a`
celle de la couche, le signal s’enrichit en longueurs d’onde plus courtes et en fre´quences
plus e´leve´es, mais l’amplitude du signal est plus faible. De fac¸on ge´ne´rale, l’amplitude
des fluctuations e´mises reste tre`s modeste compare´e a` l’intensite´ du pulse initial. En
d’autres termes, le couplage entre un tel excitateur et la couche de Harris est plutoˆt
faible. Typiquement, les de´placements atteignent quelques centaines de kilome`tres et
les fluctuations du champ magne´tique et de pression sont de l’ordre de quelques pour
cent des champs a` l’e´quilibre.
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Chapitre 6
Les modes continus de la queue
magne´tosphe´rique terrestre
Au chapitre pre´ce´dent, nous avons cherche´ a` re´soudre l’e´quation maˆıtresse dans
un domaine de fre´quence ou` elle est re´gulie`re. Nous avons alors obtenu une suite
discre`te de modes propres globaux sur laquelle toute perturbation exte´rieure peut
eˆtre de´compose´e. Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons au caracte`re singulier de
l’e´quation diffe´rentielle maˆıtresse (4.18). L’existence d’une singularite´ dans l’e´quation
(4.18) a de´ja` e´te´ mentionne´e dans la pre´sentation ge´ne´rale. Elle correspond a` l’annu-
lation du coefficient f intervenant dans la de´rive´e seconde. Dans un certain domaine
de fre´quence qui reste a` pre´ciser, il existe dans la couche, pour chaque ω, un point zs
singulier pour (4.18). Nous verrons qu’a` cette singularite´ est associe´e une oscillation
a` la fre´quence ω se propageant a` la vitesse cusp vc(zs) et localise´e uniquement en
zs. Insistons bien sur le fait que ces oscillations ultra localise´es sont lie´es a` la non
homoge´ne´ite´ du milieu a` l’e´quilibre. En milieu homoge`ne, de telles singularite´s sont
e´videmment inexistantes. Pre´cisons maintenant la nature mathe´matique de ces sin-
gularite´s et leur influence sur le comportement de la fonction de Green du proble`me.
6.1 Expression de la fonction de Green et recons-
truction du signal
6.1.1 Rappel sur la forme ge´ne´rale de la fonction de Green
L’e´quation maˆıtresse (4.18) s’e´crit :
d
dz
[
fω,k(z)
dξˆz
dz
]
+ gω,k(z)ξˆz =
d
(
hω,kPˆω,k
)
dz
(6.1)
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avec
fω,k(z) = ρeq(z)
(
v2s + v
2
A(z)
) (ω2 − k2v2c )
(ω2 − k2v2s)
Ainsi, le coefficient fω,k s’annule lorsque la vitesse de phase est e´gale a` la vitesse
cusp locale : ω = ±kvc(z). Puisque la vitesse cusp varie entre 0 et vce =
√
v2ev
2
s
v2e+v
2
s
,
le domaine de fre´quence conduisant a` un comportement singulier de (6.1) est situe´
sur l’axe ω-re´el et est borne´ par −kvce et kvce. Rappelons e´galement que dans ce
domaine de fre´quence le coefficient α apparaissant dans les conditions aux limites est
re´el. Ainsi les solutions de (6.1) posse`dent une de´croissance exponentielle vers l’infini
et correspondent a` des perturbations localise´es dans la couche.
A l’instar du chapitre pre´ce´dent, nous pourrions de´velopper la fonction de Green
sur la base comple`te des fonctions propres continues de l’ope´rateur de Sturm-Liouville.
Ne´anmoins la nature singulie`re de l’e´quation (6.1) rend cette me´thode tre`s de´licate et
nous pre´fe´rons revenir a` la forme ge´ne´rale de la fonction de Green, de´rive´e au chapitre
4 (e´quation (4.27)) :
Gω,k(z|z0) =
{
ug(z)ud(z0)
f(z)W (z)
pour z ≤ z0,
ug(z0)ud(z)
f(z)W (z)
pour z ≥ z0.
(6.2)
ou` ug (resp. ud) est solution de l’e´quation homoge`ne associe´e
d
dz
[f du
dz
] + gu = 0 et
satisfaisant la condition aux limites en z = −l (resp. en z = +l), W est le wronskien
des deux solutions. Il est facile de montrer que le de´nominateur de la fonction de
Green est inde´pendant de z. En revanche il de´pend de ω et de k.
6.1.2 Singularite´s de la fonction de Green
Pour une valeur ω donne´e dans le continuum, notons zs(ω) le point pour lequel
ω = kvc(zs), alors au voisinage de zs, l’e´quation (6.1) s’e´crit [(z−zs)ξ′z]′+Kξz = 0, ou`
K est une constante. Un changement de variable z → x = √z − zs permet d’inte´grer
directement cette e´quation a` l’aide de fonctions de Bessel : ξz = AJ0(2
√
K(z − zs))+
BY0(2
√
K(z − zs)). La premie`re fonction J0 est re´gulie`re en z = zs, elle est meˆme
analytique dans tout le plan complexe. En revanche, la seconde Y0 diverge logarith-
miquement en 0 : Y0(2
√
K(z − zs)) ∼ ln(z− zs). Ainsi les solutions ug et ud peuvent
s’e´crire comme une combinaison line´aire d’une fonction Rω,k(z), analytique dans un
certain domaine autour de zs et d’une fonction Sω,k(z) comportant une divergence
logarithmique en zs.
La pre´sence du logarithme rend les fonction Sω,k et Gω,k multivalue´es. Pour une
valeur fixe´e de z, on doit de´finir des coupures dans le plan ω-complexe pour rendre
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ces fonctions analytiques. Meˆme si les solutions de (6.1) ne sont pas calculables analy-
tiquement, il est possible de connaˆıtre la position des points et lignes de branchement
qui les relient entre eux. Pour ce faire, nous allons suivre pas a` pas le raisonnement
propose´ par Tataronis (1975). Tout d’abord nous e´crivons la fonction S sous la forme
(pour alle´ger l’e´criture, nous supprimons les indices (ω, k)) :
S(z) = R(z)
∫ z
0
dx
f(x)R2(x)
,
et nous de´veloppons ω2c (x) au voisinage de z : ω
2
c (x) = ω
2
c (z)+(dω
2
c/dx)x=z (x−z)+· · · .
Ainsi pour ω au voisinage de ωc(z), le point singulier zs est tel que :
zs − z ≃ ω
2 − ω2c (z)
(dω2c/dx)x=z
.
Si, par ailleurs, nous supposons que R(zs) = 1, (dω
2
c/dx)x=z > 0, ω − ωc(z) = |ω −
ωc(z)|eiθ avec −π < θ < π, alors la fonction Sω,k s’e´crit pour ω re´el et au voisinage
de ωc(z) :
S(z) = R(z)P
∫ z
0
dx
f(x)R2(x)
+ iεπ
R(z)
(df/dz)(z)
, (6.3)
ou` P signifie que la partie principale de Cauchy doit eˆtre prise lorsque zs se trouve
dans l’intervalle d’inte´gration. La valeur de ε est donne´e par :
ε =


1 pour θ = π
0 pour θ = 0
−1 pour θ = −π.
(6.4)
Les e´quations (6.3) et (6.4) impliquent l’existence d’une ligne de branchement le
long de l’axe ω-re´el allant de ωc(z) jusqu’a` 0. On tire une conclusion analogue si
(dω2c/dx)x=z) < 0.
Pour e´tablir que ω = 0 est un autre point de branchement, on peut de´velopper ω2c
autour de 0 : ω2c (z) =
1
2
βz2, ou` β > 0. Pour ω ≃ 0, f posse`de deux ze´ros syme´triques
z± = ±
√
2/β|ω|. On montre alors que, si ω = |ω|eiθ, avec 0 ≤ θ ≤ 2π :
S(z) = R(z)P
∫ z
0
dx
f(x)R2(x)
+ iεπ
R(z)√
2β|ω| , (6.5)
avec
ε =
{
1 pour θ = π+ et θ = 2π−
−1 pour θ = 0+ et θ = π−. (6.6)
Ces e´quations prouvent l’existence de deux lignes de branchement le long de l’axe
re´el et partant du point de branchement ω = 0.
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Fig. 6.1 Partie imaginaire de la fonction de Green dans le plan ω-complexe
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La fonction de Green Gω,k(z|z0) posse`de donc 7 points de branchement sur l’axe
ω-re´el : 0, ±ωc(z), ±ωc(z0) et ±ωcl. Les deux derniers proviennent des conditions
aux limites ne´cessaires pour exprimer les fonctions ug et ud en fonction de R et S.
Les diffe´rents points de branchement doivent eˆtre relie´s entre eux par des lignes de
coupures convenables, de manie`re a` rendre la fonction de Green analytique dans tout
le plan complexe. La nature pre´cise de ces jonctions n’est cependant pas primordiale
pour la re´solution nume´rique ulte´rieure. Il suffira en effet d’effectuer l’inte´gration
en ω le long d’un contour qui entoure le segment entier reliant les points extreˆmes
±ωc(l). Pour e´tayer encore le raisonnement, nous pouvons commenter la figure 6.1
repre´sentant les lignes de niveaux de la partie imaginaire deG dans le plan ω-complexe
pour k = 1, z = 1 et z0 = 0.5. En conside´rant le brusque changement de couleur de
part et d’autre de l’axe re´el entre 0 et 1, nous concluons que la partie imaginaire est
bien discontinue le long de la ligne rouge (ligne de coupure). De plus nous constatons
que les lignes de niveaux se resserrent autour de deux points de cette ligne : il s’agit
des deux divergences logarithmiques en ωc(z) et ωc(z0).
Enfin, il ne faudrait pas penser que l’e´tude pre´sente des singularite´s de la
fonction de Green est dissocie´e de l’e´tude des modes propres pre´sente´e au chapitre
pre´ce´dent. Meˆme si les expressions mathe´matiques sont diffe´rentes, les e´quations (6.2)
et (5.6) sont e´quivalentes dans le domaine de fre´quence kvs < ω < kve. En effet, le
de´nominateur de la fonction de Green s’annule pour certaines valeurs de ω qui sont
alors inde´pendantes de z. Ce sont les poˆles de la fonction de Green dont il a e´te´
longuement question au chapitre pre´ce´dent. On voit d’ailleurs ces poˆles sur la figure
6.1 : ce sont les gros points noirs en ω ≃ ±1.2 et ω ≃ ±2.5.
6.1.3 Inversion de la transforme´e de Laplace
Inte´ressons-nous maintenant au calcul de la transforme´e inverse de Laplace. Le
contour d’inte´gration C, situe´ initialement dans le demi-plan supe´rieur, est de´forme´
vers le demi-plan infe´rieur en contournant les lignes de branchement et les poˆles de
l’inte´grand (cf. figure 6.2). Asymptotiquement, seules les contributions des poˆles et des
lignes de branchement subsistent dans le signal total. La contribution des poˆles ayant
e´te´ analyse´e au chapitre pre´ce´dent, nous nous concentrons sur la contribution de la
ligne de coupure allant de−ωc(l) a` ωc(l). Au paragraphe pre´ce´dent, nous avons montre´
que la partie imaginaire de la fonction de Green est discontinue le long de la ligne
de branchement ; un calcul plus pousse´ montre qu’elle tend vers des valeurs finies et
oppose´es lorsque ℑ(ω) tend vers 0 au-dessus et en dessous de la ligne de branchement.
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Fig. 6.2 De´formation du contour d’inte´gration dans le demi-plan infe´rieur
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La partie re´elle de G est en revanche continue a` la traverse´e de la coupure. Pour des
raisons de syme´trie (ω apparaˆıt toujours au carre´ dans les e´quations pre´ce´dentes),
on de´duit que G−ω,k = Gω,k et Gω¯,k = G¯ω,k. Ainsi l’inte´gration le long de la coupure
peut se re´duire a` une inte´grale allant de 0 a` ωc(l) juste au-dessus de l’axe re´el :∫
coupure
dωe−iωt ξˆz(ω, k, z) = 2i
∫ ωc(l)
0
dσ
[
e−iσtℑ(ξˆ+z (σ, k, z))− eiσtℑ(ξˆ+z (−σ, k, z))
]
(6.7)
ou`
ξˆ+(σ, k) = lim
ℑ(ω)→ 0+
ℜ(ω) = σ
[
ξˆ(ω, k)
]
.
Nous allons maintenant appliquer cette formule a` des exemples particuliers de pulses
initiaux.
6.1.4 Proce´dure nume´rique
L’e´quation (6.1) n’ayant pas de solution analytique, le calcul nume´rique est
indispensable pour poursuivre. Nous avons inte´gre´ les e´quations diffe´rentielles par
la me´thode classique de Runge-Kutta d’ordre 4. Ainsi, pour des valeurs de ω et k
fixe´es avec ℑ(ω) = 10−6 et ℜ(ω) dans l’intervalle d’inte´gration, on re´sout l’e´quation
homoge`ne associe´e a` (6.1) en partant de z = −10 avec les conditions ”initiales”
ug = 1/αe et u
′
g = 1, et on obtient la premie`re solution inde´pendante ug(z). La seconde
s’obtient directement par syme´trie : en effet on a pour tout z ud(z) = ug(−z). La
fonction de Green est alors e´value´e graˆce a` (6.2). En choisissant plusieurs valeurs pour
ℑ(ω), nous avons constate´ que cette dernie`re n’influait pas sur la partie imaginaire
de la fonction de Green.
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6.2 Analyse des composantes de Fourier et valida-
tion de la proce´dure nume´rique
6.2.1 Excitation par un pulse gaussien
Comme premier exemple, nous conside´rons une perturbation initiale, posse´dant
une forme gaussienne dans l’espace et un comportement temporel de nature expo-
nentielle :
Pext(t, x, z) = P0
t
τ
exp
(
− t
τ
)
exp
(
− x
2
2L2x
)
exp
(
− z
2
2L2z
)
. (6.8)
Apre`s avoir pris la transforme´e de Fourier-Laplace de Pext, nous obtenons pour
la composante k de Fourier du de´placement transversal :
ξkz(t, z) =
√
2
π
P0Lxτe
−k2L2x/2
∫ ωc(l)
0
dσ
σ2
σ2 − k2v2s
ℑ(F+σ,k)
× (1− σ
2τ 2) sin(σt)− 2στ cos(σt)
(1 + σ2τ 2)2
,
(6.9)
avec
Fσ,k(z) =
∫ +l
−l
dz′ Gσ,k(z|z′)−z
′
L2z
e
− z
′2
2L2z . (6.10)
L’inte´grale (6.9) est calcule´e pour Lz = 0.5 et τ = 1. Le re´sultat est illustre´ a`
la figure 6.3 qui repre´sente, en diffe´rentes positions dans la couche, le de´placement
transversal en fonction du temps. L’amplitude est normalise´e a` sa valeur maximale.
Rappelons enfin que l’e´chelle temporelle vaut a/vs = 16 s.
Nous constatons que l’amplitude du de´placement de´croˆıt avec le temps. Nous
savons par ailleurs (cf. chapitre 3 sur l’e´tude du condensateur) que la singularite´
logarithmique de la fonction de Green conduit, apre`s inte´gration le long de la cou-
pure, a` un comportement asymptotique en 1/t. Ce re´sultat analytique est ici ve´rifie´
nume´riquement. Les courbes en pointille´s repre´sentent des fonctions inverses du temps
du type T/t, ou` T est une dure´e caracte´ristique de la de´croissance, qui approchent
l’amplitude du de´placement pour les grandes valeurs de t. Le calcul nume´rique se
trouve ainsi valide´ par les pre´dictions analytiques. Mais ces courbes de´crivent e´gale-
ment l’e´volution initiale du signal qui n’est pas pre´dite par l’approche asymptotique.
Il est en effet inte´ressant de remarquer que le re´gime asymptotique n’est pas at-
teint aux meˆmes instants suivant la position dans la queue. Proche de la couche
neutre z = 0.4, le de´placement atteint son comportement asymptotique tre`s toˆt (de`s
t = 20 ≃ 5 minutes), caracte´rise´ par une dure´e T = 3. L’absorption du signal peut
donc eˆtre conside´re´e comme tre`s efficace. En revanche, du coˆte´ des lobes (z = 2), le
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Fig. 6.3 Comportement temporel de la k-composante de Fourier du de´placement
transversal pour k = 1, Lz = 0.5, τ = 1 et pour trois positions dans la couche.
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de´placement ne de´croˆıt en 1/t qu’a` partir de t ≃ 70 ≃ 50 minutes et le re´gime asymp-
totique est caracte´rise´ par une dure´e T = 12, c’est a` dire que l’absorption est dans
ce cas beaucoup plus lente. Ne´anmoins, on observe que 80% du signal est absorbe´ au
bout de t = 45, soit 12 minutes environ. La majeure partie de l’e´nergie de´pose´e dans
la couche est donc absorbe´e sur une e´chelle temporelle relativement restreinte.
Fig. 6.4 Spectres des oscillations en z = 0.4 : en haut pour t allant de 0 a` 100 et en
bas pour t allant de 100 a` 200.
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L’aspect apparemment monochromatique des oscillations me´rite un autre com-
mentaire. Pour une position donne´e dans la couche, le de´placement oscille a` la fre´-
quence cusp locale ωc(z) de manie`re presque sinuso¨ıdale pour les grandes valeurs du
temps. Par contre, pour des valeurs proches de t = 0, le signal est une combinaison
de plusieurs fre´quences. Pour confirmer cette observation, la figure 6.4 repre´sente le
spectre des oscillations en z = 0.4. Le premier graphe est calcule´ avec la premie`re
moitie´ du signal (t allant de 0 a` 100) : on observe un spectre relativement large avec
un pic en ω ≃ 0.4 correspondant a` la fre´quence cusp locale. Le second graphe est
associe´ au signal tronque´ a` partir de t = 100. Le pic a` la fre´quence de re´sonance
est beaucoup plus marque´ et le spectre ressemble d’avantage a` une oscillation si-
nuso¨ıdale. Cette e´volution du spectre vers une plus grande ”monochromaticite´” est
exactement ce que pre´voit le calcul analytique du comportement asymptotique des
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perturbations (cf. Sedlacek, 1971, dans un contexte diffe´rent). Physiquement, ceci est
relie´ au fait que la vitesse cusp est paralle`le au champ magne´tique. L’e´nergie se pro-
pageant a` une fre´quence donne´e tend a` se concentrer autour de la couche re´sonante
de´finie par ωc(z) = ω (cf. Tataronis, 1975). On retrouve ainsi la meˆme conclusion que
pour le condensateur a` die´lectrique non homoge`ne. La couche de courant se comporte
comme un filtre fre´quentiel, se´lectionnant en chaque point la fre´quence du pulse initial
correspondant a` la fre´quence cusp locale.
Fig. 6.5 Variations de la fre´quence cusp ωc en fonction de z pour trois valeurs de k :
bleu k = 0.5, vert k = 1 et rouge k = 2.
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La de´croissance du de´placement transversal au cours du temps s’explique graˆce
au phe´nome`ne de me´lange de phase. La figure 6.6 illustre ce phe´nome`ne de manie`re
tre`s claire. Elle repre´sente pour trois valeurs du nombre d’onde (k = 0.5, 1 et 2) les
variations temporelles du de´placement transversal en diffe´rents points de la couche.
Afin de s’abstraire de la variation du signal suivant z, la valeur maximale de chaque
fonction |ξkz(t)| pour un z donne´ a e´te´ normalise´e a` 1 : ceci nous permet donc de
comparer la rapidite´ de de´croissance du signal suivant la position dans la couche. De
plus les contours noirs correspondent a` une valeur de |ξkz| = 0.2, c’est a` dire qu’ils
repre´sentent le lieu ou` 80% du signal initial est absorbe´. Sur chaque ligne z = cste,
le de´placement transversal oscille a` la fre´quence ωc(z). En deux points voisins, la
pe´riode est donc le´ge`rement diffe´rente, ce qui entraˆıne un de´calage de phase entre les
oscillations qui augmente au cours du temps. L’interfe´rence de ces deux oscillations,
d’abord constructive, devient destructive a` mesure que le temps passe, expliquant
ainsi la diminution de l’amplitude. Mais cette de´croissance n’est pas identique en
tous points de la couche et pour toutes les longueurs d’onde. La fre´quence cusp
ωc(z) = kvc(z) est proportionnelle a` k et varie suivant z comme indique´ sur la figure
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Fig. 6.6 Variations du taux d’absorption suivant le nombre d’onde k et la position
dans la couche
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6.5. Proche de la couche neutre, la variation de la fre´quence cusp est importante,
ainsi que le phe´nome`ne de me´lange de phase. En revanche, loin de la couche neutre,
la fre´quence cusp est pratiquement constante (elle atteint sa valeur asymptote ωc(l)
pour z > 2). Les oscillations en deux points voisins varient donc quasiment en phase
et il faut une dure´e beaucoup plus longue pour qu’un de´calage conse´quent soit visible ;
la de´croissance du signal en est beaucoup plus lente. En conse´quence, le phe´nome`ne
ondulatoire s’observe sur une plus grande distance quand on se situe dans les lobes.
De plus les variations de ωc avec z sont plus marque´es lorsque le nombre d’onde k
est e´leve´. Toutes ces remarques se retrouvent dans la figure 6.6. Pour k = 2, nous
observons une absorption rapide du de´placement proche de la couche neutre et ceci
jusqu’a` z ≃ 1.2 ; on peut dire que 80% du signal initial a disparu apre`s une dure´e de
15 unite´s normalise´es, soit 4 minutes. Plus loin dans la couche, la de´croissance est plus
lent : on observe encore apre`s une demi-heure de propagation 20% du signal. Lorsqu’on
conside`re des longueurs d’onde plus grandes, l’he´te´roge´ne´ite´ de la fre´quence cusp e´tant
moins forte, l’absorption du signal est plus uniforme dans la couche et s’effectue moins
rapidement que dans le cas des courtes longueurs d’onde. Avec k = 0.5, le signal a
de´cru aux 4/5 pour t > 30, i.e. apre`s 8 minutes.
6.2.2 Excitation par un pulse sinuso¨ıdal
Avant de reconstruire comple`tement le signal spatio-temporel initie´ par une per-
turbation de type gaussien, il est inte´ressant de poursuivre l’analyse du comportement
temporel des composantes de Fourier en choisissant une autre forme de pulse initial.
Ici, nous cherchons a` e´tudier le proble`me classique du chauffage ”radio fre´quence”
dans le contexte de la queue magne´tosphe´rique. La perturbation exte´rieure posse`de
toujours une forme spatiale gaussienne, mais elle oscille a` une fre´quence ω0 du conti-
nuum. Elle prend donc la forme suivante :
Pext(t, x, z) = P0 sin(ω0t) exp
(
− x
2
2L2x
)
exp
(
− z
2
2L2z
)
, (6.11)
et sa transforme´e de Fourier-Laplace s’e´crit :
Pˆ (ω, k, z) =
√
2πP0Lx
ω0
ω20 − ω2
exp
(
−k
2L2x
2
)
exp
(
− z
2
2L2z
)
. (6.12)
En introduisant cette expression dans (6.7), le de´placement transversal s’e´crit :
ξkz(t, z) =
√
2
π
P0Lxω0e
−k2L2x/2
∫ ωc(l)
0
dσ
σ2
σ2 − k2v2s
ℑ(F+σ,k)
cos(σt)
ω20 − σ2
. (6.13)
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Le proble`me e´tudie´ ici est analogue au condensateur du chapitre 3 alimente´
par un courant sinuso¨ıdal. Il est e´galement tre`s proche de celui examine´ par Ta-
taronis (1975). Il correspond au calcul du taux de chauffage d’un plasma non ho-
moge`ne par des ondes se propageant a` une fre´quence donne´e (chauffage par radio
fre´quence). L’e´quation (6.11) de´finit une antenne localise´e dans la couche et oscillant
a` la fre´quence ω0 pour t > 0. Le traitement analytique suivi par Tataronis montre que
les perturbations se comportent asymptotiquement en ln(t) cos(ω0t) au voisinage de
la couche re´sonante correspondant a` ωc(z) = ω0. Cette e´volution temporelle exprime
un transfert d’e´nergie de l’antenne vers le plasma.
On calcule l’inte´grale (6.13) avec les parame`tres suivants : Lz = 0.5, k = 1 et
ω0 = ωc(z = 1.5) = 0.9151. A l’instar du condensateur non homoge`ne, on s’attend
donc a` ce que la ligne z = 1.5 soit la couche re´sonante et concentre les oscillations
du plasma. La figure 6.7 illustre les re´sultats pour trois positions dans la couche
(z = 0.5, z = 1.5 et z = 2.5). Le comportement temporel des oscillations pre´sente
des aspects nettement diffe´rents. En z = 0.5, une oscillation monochromatique a`
la fre´quence de l’excitateur s’observe pratiquement de`s le de´but. En z = 2.5, on
remarque un battement de deux oscillations : l’une a` la fre´quence ω0 d’amplitude
constante et l’autre a` la fre´quence cusp locale dont l’amplitude de´croˆıt au cours du
temps. Ce battement a tendance a` s’atte´nuer au cours du temps. Ce comportement
peut s’interpre´ter a` la lumie`re des conclusions du paragraphe pre´ce´dent. La re´ponse
transitoire a` la fre´quence locale de´croˆıt en 1/t, mais avec un taux qui de´pend de la
position dans la couche. Proche de la couche neutre, la de´croissance est tre`s rapide,
si bien que la re´ponse permanente a` la fre´quence de l’excitateur domine le signal
presque imme´diatement. En revanche, plus loin dans la couche, le re´gime transitoire
s’atte´nue plus lentement et les deux oscillations coexistent pendant une longue pe´riode
(plusieurs heures). Sur la ligne de re´sonance (z = 1.5), l’amplitude du signal croˆıt
avec le temps selon une fonction analogue a` celle propose´e par Tataronis. En effet,
les courbes en pointille´s repre´sentent la fonction 0.012 ln(t) qui mode´lise tre`s bien
l’amplitude asymptotique des oscillations. Ne´anmoins, nous voyons que l’amplitude
des oscillations augmente beaucoup plus rapidement que ln(t) pour les faibles valeurs
du temps. A l’instant t = 300, l’amplitude est au moins 10 fois supe´rieure sur la ligne
de re´sonance qu’ailleurs dans la couche.
Au chapitre 3, nous avions de´ja` tire´ cette conclusion concernant l’absorption
re´sonante. Lorsque l’excitateur injecte, dans un milieu non homoge`ne, de l’e´nergie
oscillant a` une fre´quence du continuum, celle-ci se concentre de plus en plus autour
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Fig. 6.7 Comportement temporel de la k-composante de Fourier (k = 1) pour une
excitation sinuso¨ıdale a` la fre´quence ω0 = ωc(z = 1.5) et en trois positions de la
queue.
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de la re´gion de re´sonance. Par des processus non de´crits dans ce me´moire, l’e´nergie
des ondes peut eˆtre par exemple convertie en chaleur (chauffage du plasma) ou en
e´nergie cine´tique (phe´nome`nes d’acce´le´ration des particules).
6.3 Reconstruction comple`te du signal
Afin de mieux de´crire les perturbations spatio-temporelles, l’inte´gration sur k est
effectue´e dans ce paragraphe. Nous obtenons alors les composantes du de´placement
ξz et ξx, ainsi que toutes les autres grandeurs utiles (champ magne´tique, pressions,
densite´ d’e´nergie ...) en fonction de t, x et z. Cela nous permettra dans un deuxie`me
temps d’e´valuer la quantite´ d’e´nergie absorbe´e dans le processus.
Cependant, le calcul nume´rique e´tant tre`s long, nous nous limiterons a` deux
cas de perturbation exte´rieure : l’une gaussienne d’extensions spatiales Lz = 0.5
et Lx = 5 et temporelle τ = 1 (cas I dans la suite) et l’autre une sinuso¨ıde en x de
nombre d’onde k0 = 1 enveloppe´e par une gaussienne d’extension Lx = 10 et Lz = 0.5
(cas II). Ces deux exemples permettent e´galement de mettre en lumie`re l’e´tude faite
au paragraphe 6.2.1 concernant la de´pendance du taux d’absorption vis a` vis de la
longueur d’onde.
6.3.1 Evolution spatio-temporelle des perturbations
Fig. 6.8 Propagation d’un pulse gaussien et vitesse cusp
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Analysons tout d’abord l’effet d’une perturbation exte´rieure de type I. La fi-
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gure 6.8 illustre la vitesse de propagation des fluctuations suivant la position dans
la couche. Pour deux valeurs de z, le de´placement transversal est repre´sente´ dans le
plan (x, t). Le pulse initialement en x = 0 se scinde en deux parties, l’une se propa-
geant vers les x positifs et l’autre vers les x ne´gatifs avec la meˆme vitesse. Les droites
bleues indiquent un de´placement a` la vitesse cusp locale. La superposition de ces deux
graphes montre que le pulse se propage bien a` la vitesse cusp locale vc(z).
La largeur caracte´ristique du pulse est de l’ordre de 10 RT , ce qui corres-
pond a` des petits nombres d’onde pour les composantes de Fourier dominantes.
Conforme´ment a` la discussion du paragraphe 6.2.1, le signal de´croˆıt de manie`re plus
ou moins uniforme dans la couche. C’est ce que l’on observe dans la colonne de gauche
de la figure 6.9, ou` le de´placement transversal est trace´ en fonction de x pour trois
valeurs du temps (t = 10, 50 et 100) et pour trois valeurs de z. La forme gaussienne
du pulse initial est peu affecte´e au cours de la propagation pour z = 0.5 et z = 1. En
revanche, pour z = 2, on constate une plus forte ”dispersion” du pulse. Ceci n’est ce-
pendant pas duˆ a` un phe´nome`ne classique de dispersion (toutes les longueurs d’onde
ici se propagent a` la meˆme vitesse), mais peut s’expliquer par le fait que les grandes
longueurs d’onde sont plus lentement absorbe´es que les courtes longueurs d’onde. Il
s’en suit donc un plus grand e´talement du pulse. Concernant l’amplitude des pertur-
bations, nous observons que le de´placement transversal atteint une valeur maximale
de l’ordre de 10−2, soit un peu moins de 100 km. Au chapitre 5, nous avions de´ja`
obtenu un tel ordre de grandeur pour le premier harmonique. Nous pouvons donc
conclure qu’un pulse gaussien en pression de´pose la meˆme quantite´ d’e´nergie dans le
spectre discret et dans le spectre continu.
La colonne de droite de la figure 6.9 repre´sente la propagation du de´placement
longitudinal ξx. L’amplitude de cette composante du de´placement est bien plus grande
que celle de ξz, environ un ordre de grandeur supe´rieur. Nous observons e´galement que
cette composante n’est pas absorbe´e au cours du temps. Cela s’explique mathe´ma-
tiquement par le fait que le de´placement longitudinal ne posse`de plus de singularite´
logarithmique. En effet, la composante ξˆx se calcule a` partir de la composante ξˆz par
l’e´quation (4.16) du chapitre 4 que nous re´e´crivons ici :
ξˆx = i
kv2s
ω2 − k2v2s
[
−dξˆz
dz
+
Pˆ
ρeqv2s
]
Seul le premier terme du membre de droite posse`de une contribution non nulle dans
l’inte´gration sur ω, puisque le second terme n’a aucune singularite´ dans le domaine
d’inte´gration. Nous savons que ξˆz posse`de une divergence logarithmique du type ln(ω−
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Fig. 6.9 Propagation d’un pulse gaussien (type I) pour trois valeurs du temps et
trois valeurs de z : bleu z = 0.5, vert z = 1 et rouge z = 2. Colonne de gauche :
de´placement transversal ξz. Colonne de droite : de´placement longitudinal ξx.
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ωc(z)). La de´rivation par rapport a` z conduit alors pour ξˆx a` un poˆle du type 1/(ω−
ωc(z)) qui n’implique pas un amortissement du signal dans le temps. La diffe´rence
de comportement entre les composantes longitudinale et transversale du de´placement
a des conse´quences directes sur les perturbations magne´tiques. Les composantes du
champ magne´tique s’e´valuent graˆce aux e´quations (5.13) et (5.14) du chapitre 5 :
bx = −Beq(z − ξz)∂ξz
∂z
by = Beq(z − ξz)∂ξz
∂x
La composante compressionnelle bx est donc lie´e a` la composante longitudinale du
de´placement. Elle est beaucoup plus importante en amplitude que la composante tor-
sionnelle bz et elle n’est pas amortie au cours du temps. A l’inverse, la part torsionnelle
des perturbations est fortement absorbe´e, comme nous pouvons le ve´rifier sur la figure
6.10. La` encore, nous observons que les fluctuations magne´tiques atteignent 1% envi-
ron du champ magne´tique d’e´quilibre, en de´pit de l’importance du pulse de pression
initial.
Fig. 6.10 Composantes compressionnelle bx (en bleu) et torsionnelle bz (en vert) du
champ magne´tique dans le cas d’une excitation du type I.
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Conside´rons maintenant les perturbations initie´es par un pulse sinuso¨ıdal de
type II. La figure 6.11 repre´sente la propagation du de´placement transversal pour
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Fig. 6.11 Propagation d’un pulse sinuso¨ıdal (type II) pour trois valeurs du temps et
deux valeurs de z.
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les trois valeurs du temps (t = 10, 50 et 100) et pour z = 0.5 a` gauche, z = 2 a`
droite. On observe que, proche de la couche neutre, l’absorption est alors qu’elle est
beaucoup plus lente plus loin vers les lobes. Ceci est conforme a` la discussion faite au
paragraphe 6.2.1.
Il est inte´ressant de noter que l’amplitude du de´placement est dans ce cas 10 fois
plus grande que dans le cas I. De meˆme les fluctuations magne´tiques (cf. figure 6.12)
atteignent 10% de la valeur statique aussi bien pour les composantes longitudinales
que transversales. Ainsi, la couche de Harris re´pond de manie`re beaucoup plus efficace
a` des perturbations initiales dont l’e´chelle caracte´ristique correspond a` la taille typique
de la couche, soit 1 RT . Nous avions de´ja` tire´ une telle conclusion concernant les modes
discrets.
Fig. 6.12 Composantes compressionnelle bx (en bleu) et torsionnelle bz (en vert) du
champ magne´tique dans le cas d’une excitation du type II.
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6.3.2 Formation des petites e´chelles
Nous avons vu qu’un pulse gaussien se propage a` des vitesses diffe´rentes selon
la position dans la couche de plasma (cf. figure 6.9). Il s’en suit une distorsion des
fronts d’onde a` l’origine de la formation de petites e´chelles spatiales transversales.
Pour mettre ce phe´nome`ne plus clairement en e´vidence, la figure 6.13 repre´sente
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l’e´volution du gradient selon la direction z du de´placement transversal ξz au cours de
la propagation pour z = 1. Celui-ci croˆıt le long de la ligne de creˆte x = vc(z = 1)t.
Fig. 6.13 Evolution du gradient transversal au cours de la propagation pour z = 1
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On peut alors de´finir une e´chelle caracte´ristique transversale des perturbations
en faisant le rapport a` chaque instant entre l’amplitude du de´placement transversal
et l’amplitude de son gradient selon z :
ℓ(t, z) =
max(ξz(t, x, z))
max(∂ξz
∂z
(t, x, z))
.
Cette longueur normalise´e a` a est repre´sente´e sur la figure 6.14 au cours du temps
pour deux positions dans la couche (z = 0.5a en bleu et z = a en vert). Dans les
deux cas cette e´chelle caracte´ristique diminue au cours du temps, conduisant donc
a` la formation de petites e´chelles transversales, sur lesquelles la conversion d’e´nergie
des ondes vers le plasma sera plus favorable. On constate en outre que ℓ est d’autant
plus petite que l’on se trouve proche de la couche neutre, c’est a` dire la` ou` l’absorp-
tion du signal est la plus importante. On retrouve bien ici une des caracte´ristiques
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fondamentales du processus d’absorption re´sonante a` l’œuvre dans les plasmas non
homoge`nes.
Fig. 6.14 Variation au cours du temps de l’e´chelle caracte´ristique transversale des
perturbations pour z = 0.5 en bleu et x = 1 en vert
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6.3.3 Conside´rations e´nerge´tiques
La reconstruction comple`te du signal dans le continuum permet d’e´valuer la
quantite´ d’e´nergie de´pose´e dans la couche de courant par le pulse de pression. C’est un
des inte´reˆts majeurs de ce calcul. Notons que ce calcul effectif de la quantite´ d’e´nergie
dissipe´e dans une couche de plasma n’a pas, a` notre connaissance, e´te´ re´alise´ dans ce
contexte. C’est aussi un point important pour la comparaison avec les observations.
La densite´ volumique d’e´nergie du plasma se de´compose en diffe´rents termes :
ek =
1
2
ρeq
(
v2x + v
2
z
)
: e´nergie cine´tique (6.14)
em =
B2
2µ0
: e´nergie magne´tique (6.15)
eu = P : e´nergie interne (6.16)
Concernant l’e´nergie interne, on peut conside´rer qu’en moyenne une particule posse`de
l’e´nergie cine´tique microscopique (1/2)kT par degre´ de liberte´ (en l’occurrence 2),
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donc par unite´ de volume, l’e´nergie cine´tique microscopique a pour valeur ρkT = P ,
en vertu de l’e´quation des gaz parfaits.
Pour obtenir l’e´nergie totale de´pose´e dans la couche a` un z donne´, il faut
inte´grer ces diverses expressions par rapport a` la coordonne´e x. Le re´sultat correspond
donc a` une e´nergie par unite´ de surface de´pendant du temps et de la coordonne´e z.
L’inte´gration en z n’est en effet pas possible car nous ne disposons que de 3 points dans
la couche ! Dans la suite, la densite´ d’e´nergie volumique est normalise´e a` la valeur de la
densite´ d’e´nergie magne´tique dans les lobes a` l’e´quilibre B2e/(2µ0). L’e´nergie inte´gre´e
en x est alors normalise´e a` B2ea/(2µ0). Pour Be = 25 nT et a = 1RT ≃ 6400 km, cette
dernie`re valeur correspond a` 2.10−3 J/m2. Lorsque nous de´veloppons les expressions
pre´ce´dentes jusqu’au second ordre en ξ, nous obtenons pour l’e´nergie totale contenue
dans l’unite´ de volume de la couche :
e = eeq −
[
γPeq
(
∂ξx
∂x
+
∂ξz
∂z
)
+
B2e
µ0
∂ξz
∂z
]
+
1
2
(
ρeqv
2
x +
b2x
2µ0
)
+
1
2
(
ρeqv
2
z +
b2z
2µ0
)
.
(6.17)
Le premier terme est la densite´ d’e´nergie totale contenue dans la couche a` l’e´quilibre,
les deuxie`mes et troisie`mes termes ne sont fonctions que de ξx et dξz/dz. Au para-
graphe pre´ce´dent, nous avons montre´ que la composante longitudinale du de´placement
atteint une amplitude constante au cours du temps. Ainsi, l’inte´gration de ces deux
termes par rapport a` x et a` z conduit a` une fonction du temps qui se stabilise a`
une valeur constante, de´pendant de la nature de l’excitateur. En revanche, le dernier
terme de (6.17) ne de´pend que des composantes transversales du de´placement et du
champ magne´tique. Celles-ci de´croissent au cours du temps par le phe´nome`ne d’ab-
sorption re´sonante. C’est donc cette partie de l’e´nergie totale qui nous inte´resse ici,
et nous calculons l’inte´grale :
Etrans(t, z) =
∫ +∞
−∞
dx
[
1
2
ρeq(z)v2z(t, x, z) +
b2z(t, x, z)
2µ0
]
. (6.18)
Les re´sultats sont illustre´s sur les figures 6.15 (excitateur de type I) et 6.16
(excitateur de type II) ou` Etrans est trace´e en fonction du temps pour trois posi-
tions dans la couche (z = 0.5, z = 1 et z = 2). Concernant la figure 6.15, on
remarque que la quantite´ d’e´nergie de´pose´e dans la couche est tre`s faible. En effet
Etrans atteint difficilement 5.10
−5 unite´s normalise´es, soit 10−7 J/m2. Le pulse ayant
par ailleurs une largeur de 40 RT , cette valeur correspond a` une densite´ d’e´nergie
comple`tement ne´gligeable. On conclut qu’une perturbation exte´rieure de type I, c’est
a` dire posse´dant une large extension spatiale, ne peut favoriser l’absorption d’e´nergie.
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Fig. 6.15 Variation de l’e´nergie transversale de´pose´e dans la couche par un pulse de
type gaussien
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Fig. 6.16 Variation de l’e´nergie transversale de´pose´e dans la couche par un pulse
sinuso¨ıdal
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La situation est assez diffe´rente pour des perturbations de type II contenant des
longueurs d’onde plus petites (cf. figure 6.16). La quantite´ d’e´nergie de´pose´e dans la
couche est environ 1000 fois plus e´leve´e que dans le cas pre´ce´dent. Puisque l’exten-
sion caracte´ristique du pulse est cette fois de 20 RT , l’e´nergie absorbe´e par le plasma
est de l’ordre de 10−12 J par m3. En supposant que l’e´nergie thermique du plasma
a` l’e´quilibre est de l’ordre du keV (soit 10−16 J) par particule, ce qui correspond a`
une densite´ d’e´nergie d’environ 10−11 J/m3, on conclut que la perturbation exte´rieure
(d’amplitude initiale e´gale a` 1 Pme) a augmente´ cette e´nergie de 10%. La dure´e du
transfert est relativement courte. On constate que 90% de l’e´nergie de´pose´e initia-
lement est absorbe´ au bout d’un temps T = 20, soit un peu plus de 5 minutes. Si
on suppose de plus une propagation a` la vitesse cusp, le transfert d’e´nergie s’effectue
sur une distance e´gale a` vcT ≃ 16 RT pour z = 1. Cette distance est beaucoup plus
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restreinte proche de la couche neutre puisque vc est plus faible (a` z = 0.5 elle vaut
environ 10 RT ). Nous observons e´galement que l’e´nergie de´pose´e dans les lobes est
beaucoup plus faible que dans le voisinage de la couche neutre. Ceci est lie´ au fait que
le pulse initial a une extension en z de l’ordre de 0.5 RT et est centre´ sur la couche
neutre.
6.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons comple´te´ l’e´tude de la re´ponse d’une couche de
Harris a` un pulse de pression d’origine exte´rieure. Cette fois-ci, nous nous sommes
concentre´s sur la propagation des perturbations appartenant au spectre continu des
fre´quences cusp. Les signaux se propageant dans un tel domaine de fre´quence de´-
croissent au cours du temps par suite du phe´nome`ne d’absorption re´sonante. Notre
objectif dans ce chapitre est double :
1. estimer les e´chelles typiques spatiale et temporelle du processus d’absorption,
2. e´valuer la quantite´ d’e´nergie qu’un pulse exte´rieur est capable de transfe´rer a`
la couche de plasma.
En ce qui concerne le premier point, nous avons vu que l’efficacite´ du processus
de´pend fortement de la position dans la couche et de la longueur d’onde. Dans le
cas d’un pulse initial forme´ de courtes longueurs d’onde (pre´ce´demment appele´ type
II), il existe une nette diffe´rence dans l’absorption du signal selon la position dans
la couche. Au voisinage de la couche neutre z = 0, le processus d’absorption est tre`s
efficace. Nous avons vu que dans ce cas 80% de l’e´nergie initiale disparaˆıt au bout
de 4 minutes. En revanche, plus loin dans les lobes, le signal de´croˆıt beaucoup plus
lentement, sur une e´chelle temporelle de l’ordre de la demi-heure. On s’attend donc
a` observer des fluctuations sur les bords de la couche et un chauffage plus localise´ du
plasma au centre. Dans le cas d’un pulse gaussien de grande extension spatiale (cas
I), le processus d’absorption est davantage uniforme dans la couche. On a note´ que,
dans ce cas, il faut environ 8 minutes pour absorber 80% de l’e´nergie initialement
de´pose´e. Ainsi, au centre de la couche, le processus d’absorption est moins efficace
avec un excitateur de grande extension spatiale. Plus pre´cise´ment, nous pouvons
conclure que si l’e´chelle spatiale caracte´ristique ∆L du pulse initial est de l’ordre de
l’e´paisseur de la couche a, les perturbations sont rapidement absorbe´es au centre de
la couche et persistent plus longtemps sur les bords. La conversion d’e´nergie s’effectue
sur une distance moyenne de l’ordre de 20 rayons terrestres. Par contre, si l’excitateur
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posse`de une extension spatiale supe´rieure a` l’e´paisseur de la couche, les perturbations
de´croissent beaucoup plus lentement dans le temps et de manie`re uniforme dans la
couche.
Concernant la quantite´ d’e´nergie transfe´re´e au plasma, nous avons remarque´ que
le couplage entre le pulse initial et la couche de plasma e´tait extreˆmement faible dans
le domaine des grandes longueurs d’onde. La quantite´ d’e´nergie de´pose´e dans la couche
atteint difficilement 0.01% de l’e´nergie a` l’e´quilibre pour un pulse de pression dont
l’amplitude est e´gale a` la pression magne´tique dans les lobes. Le transfert d’e´nergie
qui en re´sulte est totalement ne´gligeable. En revanche, avec un excitateur forme´ de
longueurs d’onde plus courtes, de l’ordre de l’e´paisseur de la couche, le transfert
d’e´nergie est beaucoup plus efficace. Nous avons estime´ que l’e´nergie thermique du
plasma pouvait augmenter d’environ 10% sur une distance de l’ordre de 20 rayons
terrestres.
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Chapitre 7
Analyse d’un e´ve´nement
CLUSTER
Dans ce chapitre, nous allons effectuer l’analyse d’un e´ve´nement observe´ par les
quatre satellites cluster. Au cours des mois d’aouˆt et septembre 2001, le te´trae`dre
se situe dans la queue magne´tique terrestre a` environ 20 rayons de la Terre. Lors
de ce passage, de nombreuses oscillations sont observe´es sur les trois composantes du
champ magne´tique. L’objectif de ce chapitre est d’analyser de manie`re aussi comple`te
que possible ces oscillations afin de savoir si elles peuvent correspondre a` des modes
propres MHD, tels ceux calcule´s the´oriquement au chapitre 5, ou au contraire si
elles rele`vent d’une physique diffe´rente. Nous savons maintenant qu’une perturbation
exte´rieure peut exciter des oscillations propres de type kink ou sausage avec des
pe´riodes normalise´es a` un temps caracte´ristique τ = a/vs, ou` a est l’e´paisseur typique
de la couche de Harris et vs est la vitesse du son. Ce temps caracte´ristique peut
eˆtre de´termine´ de manie`re relativement pre´cise graˆce aux mesures simultane´es des 4
satellites cluster. Il constitue un parame`tre essentiel dans l’expose´ qui suit, car il
permet de distinguer parmi les diffe´rentes oscillations observe´es celles qui rele`vent des
perturbations MHD propres a` la couche.
7.1 Le cas du 22 aouˆt 2001 : vue d’ensemble
Nous avons choisi d’illustrer ce chapitre avec l’exemple du 22 aouˆt 2001, car il
pre´sente sur 6 heures de mesure, pendant lesquelles cluster va passer d’un lobe a`
l’autre, une grande varie´te´ de phe´nome`nes physiques affectant la couche de plasma.
De plus, la composante transversale Bz du champ magne´tique est pratiquement nulle
pendant toute la pe´riode, ce qui justifie la mode´lisation de la queue magne´tique par
une couche de Harris. La figure 7.1 propose une vue globale des donne´es fournies
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Fig. 7.1 Survol du 22 aouˆt 2001 par le satellite 1 : (1) Spectrogramme des ions ;
(2) Densite´ des ions ; (3) Vitesses des ions ; (4) Pression thermique ; (5) Champ
magne´tique.
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par les expe´riences CIS (instrument HIA pour les ions) et FGM (pour le champ
magne´tique). Les diffe´rents panneaux repre´sentent de haut en bas : le spectrogramme
des ions (nombre d’ions de´tecte´s dans toutes les directions en fonction de leur e´nergie),
la densite´ ionique, les trois composantes de la vitesse dans le repe`re GSM, la pression
thermique des ions et enfin les trois composantes du champ magne´tique mesure´es par
FGM.
Nous pouvons distinguer diffe´rentes pe´riodes re´sume´es dans le tableau suivant.
Elles correspondent a` des positionnements de cluster dans ou a` l’exte´rieur de la
couche (lobes) ainsi qu’a` divers niveaux d’activite´ de la couche.
t < 07h50 Lobes
07h50 < t < 09h30
Couche de plasma : Pe´riode calme avec
quelques oscillations
Pe´riode 1
09h30 < t < 09h45 Lobes
09h45 < t < 10h15
Forte activite´ dans une couche fine.
Sous-orage vers 10h00.
Pe´riode 2
10h15 < t
Pe´riode calme dans une couche plus
e´paisse
Nous nous inte´ressons aux oscillations observe´es durant les pe´riodes 1 et 2
et nous cherchons a` re´pondre aux deux questions suivantes : peut-on interpre´ter
ces oscillations dans le cadre de la magne´tohydrodynamique et reproduire leurs ca-
racte´ristiques graˆce au mode`le the´orique pre´sente´ dans cette the`se ? Pour cela il faut
commencer par de´terminer les parame`tres ge´ome´triques et temporels de la couche
puis les comparer avec le mode`le the´orique. Il s’agit de pre´ciser l’orientation de la
couche, son e´paisseur typique (parame`tre a) et de´duire le temps caracte´ristique τ .
7.2 De´termination des parame`tres de la couche
Les composantes du champ magne´tique sont mesure´es par rapport au repe`re
GSM dont l’axe (OX) est paralle`le a` la direction Terre-Soleil, l’axe (OZ) est paralle`le
a` l’axe des poˆles magne´tiques terrestres et l’axe (OY ) comple`te le trie`dre. La figure
7.2 indique la position des 4 satellites dans ce repe`re. Cependant, ce repe`re ne co¨ıncide
pas force´ment avec le repe`re (Oxyz) lie´ a` la queue magne´tosphe´rique, car celle-ci peut
eˆtre tordue dans les trois directions. Il convient donc dans un premier temps de se
replacer dans ce repe`re. Au vu du dernier panneau de la figure 7.1, les composantes
By et Bz du champ magne´tique sont en moyenne nulles, ainsi l’axe (OX) du repe`re
GSM se confond avec l’axe (Ox) de la couche de plasma. Pour de´terminer la direction
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Fig. 7.2 Positions des quatre satellites dans le repe`re GSM. L’unite´ est le rayon
terrestre RT
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de la normale a` la couche, c’est a` dire la direction de plus fort gradient, on de´finit le
vecteur :
g =
(
∂Bx
∂r
)
GSM
,
qui correspond au gradient du champ magne´tique dans le repe`re GSM en suppo-
sant une variation line´aire du champ. En prenant le satellite 1 comme re´fe´rence , on
line´arise les expressions B1 − B2, B1 − B3 et B1 − B4, de telle sorte que l’on doit
re´soudre un syste`me de trois e´quations du type :
B1 −B2 = gX(X1 −X2) + gY (Y1 − Y2) + gZ(Z1 − Z2).
On obtient ainsi le gradient du champ magne´tique, en direction et en amplitude. Ce
gradient est repre´sente´ sur le deuxie`me panneau de la figure 7.3. On remarque qu’en
moyenne la normale a` la couche est dirige´e selon l’axe (OZ) mais que la couche subit
un mouvement de ”roulis” autour de l’axe (OX).
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Fig. 7.3 De bas en haut : (1) champ magne´tique Bx sur les trois satellites 2, 3, 4 ;
(2) normale a` la couche dans le plan (Y, Z) ; (3) densite´ et tempe´rature, (4) demi-
e´paisseur a et vitesse du son vs ; (5) temps caracte´ristique τ et (6) transforme´e en
ondelettes du champ magne´tique.
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A l’aide du vecteur g, on peut obtenir une premie`re estimation de l’e´paisseur
caracte´ristique de la couche donne´e par la formule :
a =
Be
||g|| ,
ou` Be est le champ magne´tique dans les lobes. Ce dernier se de´termine par exemple
entre 07h00 et 07h30 : il vaut 25 nT environ. L’e´paisseur a est repre´sente´e en rouge
sur la figure 7.3-4. Elle varie beaucoup en raison du calcul du gradient qui n’est pas
fiable lorsque tous les satellites sont dans les lobes (avant 08h00 ou apre`s 11h00). En
effet, les quatre satellites mesurent alors a` peu pre`s le meˆme champ et le gradient
est quasiment nul. Le calcul est plus correct autour de 09h00 et de 10h00 et on
peut estimer par cette me´thode que l’e´paisseur est comprise entre 0.5 RT et 1 RT . Il
est important de souligner qu’il s’agit d’une premie`re de´termination de a, re´alise´e en
supposant une variation line´aire du champ magne´tique dans la couche. Nous affinerons
plus loin le calcul de a en mode´lisant la couche a` l’e´quilibre par un profil de Harris.
Nous obtiendrons alors une valeur plus faible a ≃ 0.1 RT .
Par ailleurs, dans la partie the´orique, nous avons de´fini l’e´chelle temporelle
comme le rapport entre l’e´paisseur de la couche a et la vitesse du son vs. Ce pa-
rame`tre constitue donc un temps caracte´ristique important pour la comparaison entre
la the´orie et les donne´es cluster. Nous venons de de´terminer a. Il reste a` e´valuer la
vitesse du son a` partir de la tempe´rature. En supposant le comportement du plasma
analogue a` celui d’un gaz parfait, la vitesse du son est donne´e par vs =
√
γkT/m,
ou` m est la masse des ions et k la constante de Boltzmann. La vitesse du son est
repre´sente´e en bleu sur le meˆme graphe que l’e´paisseur. On peut conside´rer que sur
la pe´riode inte´ressante (08h00-10h30), la vitesse du son est pratiquement constante,
e´gale en moyenne a` 800 km/s. Le temps caracte´ristique vaut donc τ = a/vs. Ses
variations sont illustre´es sur la figure 7.3-5. Comme il a e´te´ mentionne´ plus haut,
la de´termination de ce temps n’est pas valable dans les re´gions jaunes qui co¨ıncide
avec un passage du te´trae`dre dans les lobes. De ce graphe, on peut conclure que le
temps caracte´ristique de la MHD varie entre 4 et 12 s. Cette valeur sera plus faible
en utilisant une couche de Harris (de l’ordre de 2 a` 6 s). Par rapport aux valeurs
conside´re´es dans le mode`le the´orique (voir chapitre 5 : a = 1 RT , vs = 400 km/s
et τ=16 s), l’e´chelle de temps est nettement plus courte. Cela est duˆ au fait que
la couche est plus fine et beaucoup plus chaude que ce qui avait e´te´ envisage´ dans
l’analyse the´orique.
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7.3 Pe´riodes observe´es – Comparaison avec la the´orie
Pour de´terminer les e´chelles de temps typiques caracte´risant les oscillations
observe´es entre 07h00 et 13h00, on utilise une transforme´e en ondelettes du champ
magne´tique Bx mesure´ par le satellite 1. Le re´sultat apparaˆıt sur le dernier panneau de
la figure 7.3. Sur ce diagramme, on peut lire la pe´riode en ordonne´es (directement en
secondes) en fonction du temps. Le code de couleur indique le niveau des oscillations
d’une certaine pe´riode a` un moment donne´ pre´sentes dans le signal total, le de´grade´
allant des couleurs froides (peu d’amplitude) aux couleurs chaudes (beaucoup d’am-
plitude). Nous constatons que les pe´riodes principales des oscillations de la couche
sont relativement e´leve´es, de l’ordre de 100 a` 1000 s, soit de 2 a` 16 minutes. Pour savoir
si ces oscillations peuvent s’interpre´ter dans le cadre de la magne´tohydrodynamique,
il est ne´cessaire de calculer les relations de dispersion ω = f(k) donne´es par le mode`le
the´orique. Ne´anmoins, le diagramme de dispersion propose´ a` la figure 5.2, page 57, ne
correspond pas aux parame`tres de la couche e´tudie´e. Il repose en effet sur une demi-
e´paisseur de 1 RT et un rapport de densite´ ρcoucheneutre/ρlobes de 100. Or le panneau
7.1-2 indique que la densite´ des ions varie entre 0.05 cm−3 dans les lobes et 0.15 cm−3
au centre de la couche, c’est a` dire qu’il est plus juste de conside´rer un rapport de
densite´ voisin de 3 †
En suivant le raisonnement de´taille´ aux chapitres 4 et 5, les relations de disper-
sion pour le mode fondamental et le premier harmonique sont a` nouveau calcule´es
en tenant compte des valeurs observe´es pour les parame`tres. La figure 7.4 illustre le
re´sultat. L’axe des abscisses est le nombre d’onde normalise´ a` la demi-e´paisseur a de la
couche. L’axe des ordonne´es est la pulsation normalise´e a` la pulsation caracte´ristique
vs/a. De ce diagramme, nous pouvons dresser le tableau suivant qui fournit pour
quelques valeurs de longueurs d’onde, les pe´riodes en unite´s de τ des modes MHD.
Mode fondamental (kink) Premier harmonique (sausage)
Longueur d’onde 2a 5a 10a
k 3.14 1.26 0.63
ω 3.14 1.335 0.74
Pe´riode 2 τ 4.7 τ 8.5 τ
Longueur d’onde 2a 5a 10a
k 3.14 1.26 0.63
ω 3.8 1.94 ×
Pe´riode 1.65 τ 3.24 τ ×
†Il s’ave`re en fait apre`s une inspection plus pre´cise que la densite´ de 0.15 cm−3 ne correspond
pas a` celle des lobes car les satellites cluster sont plutoˆt dans la plasma sheet boundary layer.
Ne´anmoins les fre´quences propres des modes discrets de´pendent peu du rapport de densite´ et l’e´tude
suivante reste valable.
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Fig. 7.4 Relations de dispersion pour le fondamental kink (bleu) et le premier har-
monique sausage (vert). Les droites en pointille´s correspondent a` la vitesse du son et
la vitesse d’Alfve`n dans les lobes.
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En prenant en compte la de´termination du temps caracte´ristique τ (figure 7.3-
5), on peut donc e´valuer les pe´riodes du mode fondamental et du premier harmonique
pour les trois longueurs d’onde conside´re´es. Le re´sultat est repre´sente´ en fonction du
temps sur le meˆme diagramme que la transforme´e en ondelettes (courbes noires pour
le fondamental et rouges pour le premier harmonique). Notons que la courbe 10a
correspond a` des longueurs d’onde de 10RT . Etant donne´e la position de cluster a`
18RT de la Terre, nous conside´rerons que cette distance est une borne supe´rieure aux
longueurs d’onde admissibles.
Nous avons de´ja` identifie´ deux plages de temps inte´ressantes pour e´tudier les
oscillations magne´tiques : entre 08h00 et 09h30 puis entre 09h45 et 10h45. D’apre`s
la figure 7.3, la premie`re plage contient des oscillations de plus longue pe´riode que
celle calcule´e par les modes MHD. Il existe pratiquement un facteur 10 entre ces
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deux valeurs. En revanche, au cours de la seconde (09h45-10h45), on constate un bon
accord entre les donne´es expe´rimentales et les donne´es the´oriques pour des longueurs
d’onde raisonnables, meˆme si le niveau du signal reste modeste. La figure 7.5 est un
agrandi de la figure 7.3 entre 09h00 et 11h00. La description des diffe´rents panneaux
reste cependant inchange´e.
En conclusion, la majeure partie des oscillations observe´es lors de cette tra-
verse´e de la queue magne´tosphe´rique posse`de des pe´riodes bien plus longues que le
temps caracte´ristique donne´ par la MHD. De telles oscillations ne peuvent donc pas
s’interpre´ter comme des modes propres MHD de la couche. Pour retrouver de telles
pe´riodes, il faudrait augmenter la longueur d’onde jusqu’a` 20 rayons terrestres envi-
ron, c’est a` dire la distance se´parant les satellites cluster de la Terre ... ce ne serait
pas raisonnable physiquement ! Ces oscillations sont davantage la conse´quence d’une
e´volution quasistatique de la couche soumise a` de lentes variations des conditions aux
limites. Par contre, lors du sous-orage ou imme´diatement apre`s (pe´riode 2), des os-
cillations de plus courte pe´riode sont observe´es. Elles peuvent donc eˆtre interpre´te´es
comme des modes kink ou sausage de la MHD avec un longueur d’onde typique de
5a.
7.4 Identification des modes d’oscillation
Nous nous inte´ressons maintenant uniquement a` la pe´riode 2 s’e´coulant de 09h45
a` 10h45. La figure 7.6 pre´sente un certain nombre de grandeurs physiques que nous
allons de´tailler. Le troisie`me panneau illustre l’e´volution de la pression totale dans la
couche (somme des pressions thermique mesure´e par CIS, et magne´tique calcule´e a`
partir des donne´es FGM). On constate que cette pression est relativement constante
au cours de la pe´riode conside´re´e. Elle fluctue le´ge`rement autour de 2,5.10−10 Pa.
La pression totale est en outre e´gale a` la pression magne´tique dans les lobes (on
peut en effet y ne´gliger la pression thermique). Le satellite 3 situe´ bien en dessous
des trois autres effectue une excursion dans le lobe sud entre 09h50 et 09h53 (cf.
figure 7.6-1). Il mesure alors un champ magne´tique de 25 nT environ ; on en de´duit
la pression magne´tique dans les lobes : Pme = B
2
e/(2µ0) = 2, 5.10
−10 Pa, compatible
avec la pression totale. De plus, la tempe´rature du plasma donne´e par la figure 7.5-2
demeure en moyenne constante entre 09h40 et 10h00. Ce calcul montre donc que la
queue magne´tosphe´rique a` l’e´quilibre suit assez bien un mode`le de Harris isotherme,
tel celui utilise´ dans les chapitres the´oriques. La nullite´ de la composante transversale
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Fig. 7.5 Zoom de la figure 7.3 sur la pe´riode 09h00-11h00. Les fluctuations pouvant
s’interpre´ter comme des modes MHD sont observe´es entre 09h40 et 10h10.
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Fig. 7.6 Identification des modes : de haut en bas : (1) composante Bx du champ
magne´tique vue par les quatre satellites ; (2) Pression thermique mesure´e par CIS ;
(3) Pression totale (thermique + magne´tique) ; (4) Position de la couche neutre et
e´paisseur de la couche mode´lise´e par un profil de Harris ; (5) Reconstruction de la
couche ; (6) Temps caracte´ristique et pe´riode des ondes MHD associe´e a` une longueur
d’onde de 5a.
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Bz est un autre argument en faveur de cette hypothe`se.
Nous avons, dans un premier temps, mode´lise´ la couche de plasma a` l’aide d’un
gradient line´aire (paragraphe 7.2). Un profil de Harris s’ave`re cependant plus proche
de la re´alite´, il permet en outre de mieux prendre en compte la transition entre la
couche neutre ou` le champ magne´tique varie line´airement, et les lobes ou` le champ
est constant. Ainsi, nous reprenons la mode´lisation de la couche de plasma en posant
pour le champ magne´tique :
Bx(h) = Be tanh
(
h− z0
a
)
,
avec Be = 25 nT, champ magne´tique dans les lobes, a demi-e´paisseur caracte´ristique
de la couche, z0 position de la couche neutre et origine de l’axe (Oz) et h =
√
r · g
position des divers satellites corrige´e de la torsion de la couche. A l’aide des champs
mesure´s par les satellites 1, 3 et 4, on de´termine les parame`tres inconnus z0 et a.
Le re´sultat est pre´sente´ sur la figure 7.6-4. On constate que la valeur de a est plus
faible (de l’ordre de 0.1 RT ) que dans le cas du gradient line´aire. Sur le panneau
suivant, on reconstruit la couche de plasma : la ligne noire centrale correspond a`
la ligne neutre (z = z0) et les lignes supe´rieures et infe´rieures aux extre´mite´s de la
couche (z = z0 ± a). Nous disposons donc d’une visualisation directe de l’e´volution
au cours du temps de la position de la couche neutre ainsi que de son e´paisseur. Nous
observons que les fluctuations de la couche entre 09.87 et 09.90 sont domine´es par des
oscillations de type kink avec une amplitude typique de 0.07 RT et une pe´riode de 20
secondes. Ce constat est corrobore´ par l’e´volution temporelle des champs magne´tiques
vus par les satellites 1 et 4 qui se trouvent de part et d’autre de la couche neutre. Les
deux champs oscillent globalement en phase, impliquant donc une structure paire du
mode dans la direction normale a` la couche. Nous remarquons cependant quelques
fluctuations de fre´quences plus e´leve´es interpre´tables en termes de mode ”sausage”.
Par ailleurs, la demi-e´paisseur de la couche vaut environ a = 0.1 RT (figure
7.6-4) et la vitesse du son chute juste avant le sous-orage a` la valeur vs = 500 km/s
(figure 7.5-3 a` 09.90). On en de´duit le temps caracte´ristique τ = a/vs = 1.28 s. Ainsi,
les oscillations observe´es ont une pe´riode e´gale a` 15.7τ . On peut alors e´valuer la
longueur d’onde de ces perturbations en reportant cette valeur sur le diagramme 7.4.
La pulsation valant ω = 2π/periode = 0.4τ−1, le nombre d’onde correspondant pour
le mode fondamental est tre`s proche de 0.3a−1, ce qui se traduit par une longueur
d’onde de 21a = 2.1 RT .
Il semble donc que ces oscillations du champ magne´tique peuvent s’interpre´ter
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comme la propagation du mode propre fondamental de la queue magne´tosphe´rique
mode´lise´e par une couche de Harris. Il est alors inte´ressant de poursuivre la com-
paraison entre la the´orie et les donne´es expe´rimentales. En effet, nous n’avons pas
encore identifie´ l’origine de ces fluctuations. Dans la partie the´orique, nous avons
conside´re´ un pulse de pression thermique d’origine exte´rieure a` la physique de la
couche comme excitateur des modes propres de la queue. Peut-on mettre en e´vidence
un tel excitateur dans le cas du 22 aouˆt ?
7.5 Origine des perturbations
Graˆce au mode`le the´orique de´veloppe´ dans cette the`se, nous pouvons recons-
truire les perturbations magne´tiques de la couche de courant ge´ne´re´es par un pulse de
pression d’origine exte´rieure. Il faut simplement adapter les valeurs des parame`tres
de la couche a` celles observe´es par cluster. Nous savons que pour exciter le mode
fondamental dont la structure en z est paire, il faut un pulse de pression excentre´
par rapport a` la couche neutre (cf. discussion au paragraphe 5.4.5 a` la page 75). On
choisit donc un excitateur de la forme :
Pext(t, x, z) = P0 exp
(
− x
2
2L2x
)
exp
(
−(z − z0)
2
2L2z
)
t
T0
exp
(
− t
T0
)
,
ou` Lx = 4a, Lz = 3a, z0 = a, T0 = 4τ et P0 = Pme, pression magne´tique dans les
lobes. Ces valeurs de parame`tres ont e´te´ choisies pour maximiser le couplage entre
l’excitateur et le mode propre fondamental.
La figure 7.7 repre´sente a` la fois le spectre magne´tique (champ a` l’e´quilibre et
champ perturbe´) et les isocontours de la pression thermique. Sur le premier panneau,
il s’agit de la pression thermique totale (e´quilibre + perturbations), alors que sur le
panneau du bas, seules les perturbations de la pression thermique sont repre´sente´es.
Le code couleur situe´ a` droite indique les valeurs des pressions en nPa – compte
tenu du fait que la pression magne´tique dans les lobes vaut 0.25 nPa. Nous obser-
vons bien une structure topologique de type kink. Ne´anmoins, les perturbations ont
e´te´ multiplie´es artificiellement par un facteur 30 avant de les ajouter aux grandeurs
d’e´quilibre afin de rendre la figure visible. Cela signifie e´galement que les ampli-
tudes des perturbations initie´es par un pulse gaussien de pression sont tre`s faibles et
ne rendent pas compte de la re´alite´ vue par cluster. On e´value ces amplitudes a`
0.0036 Be = 0.09 nT pour le champ magne´tique et a` 0.013 Ptot = 3.2 pPa pour la
pression thermique. En revanche, lorsqu’on multiplie les grandeurs perturbe´es par 30
– ce qui revient a` prendre un pulse gaussien 30 fois plus intense –, on retrouve l’ordre
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Fig. 7.7 Reconstruction de la couche de plasma pour les parame`tres indique´s dans
le texte. Les fle`ches bleues repre´sentent le spectre du champ magne´tique total. Les
isocontours correspondent a` la pression thermique totale en haut et a` la pression
thermique perturbe´e en bas.
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de grandeur des fluctuations magne´tiques et thermiques observe´es par cluster. De
plus, les perturbations re´sultant d’une excitation par un simple pulse gaussien cor-
respondent a` une unique oscillation de la couche et non a` un train d’ondes, tel celui
observe´ par cluster.
Ainsi, le mode`le the´orique de la MHD explique bien les rapports entre les am-
plitudes des diffe´rentes grandeurs physiques, de meˆme que les pe´riodes observe´es. Par
contre, il ne permet pas de retrouver le niveau des fluctuations (en grandeur absolue)
ainsi que la nature du train d’ondes observe´. Il s’ave`re donc difficile d’interpre´ter les
fluctuations expe´rimentales comme des oscillations propres de la couche de plasma
initie´es par un pulse gaussien de pression et un autre type d’excitateur (porte´ par
exemple sur le champ magne´tique ou le courant e´lectrique) doit eˆtre envisage´.
Cependant, nous pouvons poursuivre l’analyse de cet e´ve´nement particulier afin
d’identifier l’origine des fluctuations. La figure 7.8 se focalise essentiellement sur les
perturbations de la pression thermique. Le panneau 1 rappelle le champ magne´tique
vu par les satellites 1 et 4. Les panneaux 2 et 3 pre´sentent simultane´ment pour les
satellites 1 et 4 la pression thermique mesure´e (en bleu), les fluctuations de pression
(en noir) et la position du satellite dans le repe`re lie´ a` la couche. Les fluctuations de
pression ne sont pas directement accessibles avec les instruments a` bord ; il faut les
calculer en retranchant a` la pression thermique mesure´e la pression d’e´quilibre. Cette
dernie`re est simplement la pression du mode`le de Harris a` la position du satellite.
Les panneaux 4 et 6 nous informent a` la fois sur la position de la couche neutre et
sur les variations de la pression totale (panneau 4) ou des fluctuations de pression
(panneau 6). Le code de couleur employe´ a la meˆme signification que pre´ce´demment :
les couleurs froides correspondent a` un minimum de pression alors que les couleurs
chaudes sont associe´es a` un maximum de pression. L’inte´reˆt de ces deux graphes
est de pouvoir faire la diffe´rence entre des compressions auto-consistantes lie´es a` la
physique propre de la couche, et des fluctuations de pressions lie´es a` des variations
exte´rieures des conditions aux limites. En effet, lorsqu’il s’agit de la propagation d’un
mode propre, les zones de compression (en rouge sur la figure 7.7) se situent en avant
des perturbations. En d’autres termes, le de´placement de la couche a tendance a` com-
primer le plasma situe´ en avant et a` de´tendre le plasma situe´ en arrie`re. Nous voyons
l’inverse sur la figure 7.8-6. Il semble que la couche de plasma re´agit aux diffe´rences
de pression mesure´es par les satellites 1 et 4. Par exemple, vers 9.90 h, le satellite 1,
situe´ en dessous, observe une compression du plasma, alors que le satellite 4, situe´
au-dessus, de´tecte une diminution de la pression. Simultane´ment, la couche neutre
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Fig. 7.8 Fluctuations de pression : de haut en bas : (1) champ magne´tique, (2) et
(3) pression mesure´e en bleu, fluctuation de pression en noir et position de la couche
neutre en rouge pour les satellites 1 et 4, (4) position de la couche neutre et variations
de la pression totale, (5) fluctuations de pression, (6) position de la couche neutre et
fluctuations de pression thermique.
122
7.5. ORIGINE DES PERTURBATIONS
remonte. Ainsi, nous observons davantage la re´action de la couche a` des perturbations
de pression d’origine exte´rieure que des compressions compatibles avec la propagation
d’un mode propre.
Pour conclure cette e´tude qui se veut pre´liminaire, nous pouvons dire que les
oscillations observe´es par cluster le 22 aouˆt 2001 vers 10 h correspondent a` l’exci-
tation re´sonante de la couche de plasma par des perturbations d’origine exte´rieure,
le te´trae`dre se situant dans la re´gion d’excitation elle-meˆme. Autrement dit, elles
ne correspondent pas a` la propagation d’un mode propre MHD qui aurait e´te´ ex-
cite´ par un simple pulse de pression comme envisage´ dans la partie the´orique. Nous
sommes peut-eˆtre en pre´sence d’une excitation re´sonante de la couche de plasma a`
une fre´quence particulie`rement bien adapte´e, puisque correspondant a` la propagation
des modes propres MHD les plus facilement excite´s par des variations de pression. La
nature pre´cise de l’excitateur reste a` eˆtre identifie´e. En particulier, ces fluctuations
ont certainement un lien avec le sous-orage qui apparaˆıt vers 09h40. Cette observation
et l’interpre´tation que nous en donnons doivent toutefois eˆtre confirme´es par d’autres
exemples. Cependant, le point important qui apparaˆıt ici est que les oscillations de
type MHD semblent effectivement pouvoir se propager dans la couche de plasma.
La chose n’est pas e´tonnante en soi, sauf si l’on analyse de plus pre`s les parame`tres
de la couche. Son e´paisseur (ici 0.1RT ) est en effet de l’ordre de grandeur du rayon
de Larmor des ions thermiques constitutifs de la couche. Le fait que l’e´chelle de non
homoge´ne´ite´ soit de l’ordre des e´chelles cine´tiques ne plaide pas en la faveur d’une ap-
plication de la MHD. Des phe´nome`nes plus complexes doivent donc rendre possible
l’application de ce mode`le. On peut imaginer par exemple qu’une chaotisation des
trajectoires des particules s’ope`re dans cette couche fine et perturbe´e, impliquant des
mouvements de´sordonne´s analogues a` ceux re´sultant de collisions. L’analyse des per-
turbations line´aires de la couche et la comparaison avec le mode`le permettraient donc
un ve´ritable sondage des caracte´ristiques de la couche et aideraient a` l’identification
des syste`mes d’e´quations ne´cessaires a` sa description.
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Conclusion
Les couches frontie`res de la magne´tosphe`re terrestre ou de la couronne solaire
sont des syste`mes complexes et hautement dynamiques. De nombreuses oscillations
basse fre´quence y ont e´te´ observe´es depuis le de´but de l’exploration spatiale. L’in-
terpre´tation physique de ces perturbations par un mode`le the´orique auto-consistant
constitue un des proble`mes importants de la physique spatiale auquel cette the`se tente
de re´pondre. Ce me´moire s’organise essentiellement autour de l’e´tude de la re´ponse
line´aire d’une couche de courant a` une perturbation exte´rieure dans l’approximation
de la magne´tohydrodynamique ide´ale. Les e´quations de la MHD correspondent a` une
repre´sentation tre`s simplifie´e de la re´alite´, mais elles constituent une premie`re analyse
du proble`me qui pourra toujours eˆtre affine´ par la suite. L’objectif est ici de proposer
un mode`le simple pour :
1. de´crire la propagation des modes propres d’une couche de courant non homoge`ne
et limite´e dans l’espace,
2. reconstruire les perturbations spatio-temporelles initie´es par un excitateur et
e´tudier leur couplage,
3. e´valuer les transferts d’e´nergie qui en re´sultent.
Si certains auteurs se sont attache´s a` de´crire les diffe´rents modes, discrets ou
continus, pouvant exister dans de telles structures, personne a` notre connaissance n’a
fait l’effort de poursuivre jusqu’au bout le raisonnement pour obtenir les fluctuations
dans l’espace re´el. Or cette dernie`re e´tape, qui est un apport important de ce me´moire,
s’ave`re en outre indispensable depuis le succe`s de la mission cluster. Graˆce a` la
pre´sence simultane´e de quatre satellites dans l’environnement terrestre, nous dispo-
sons maintenant d’une vision tridimensionnelle des phe´nome`nes physiques affectant
la magne´tosphe`re. La reconstruction comple`te du signal permet alors d’interpre´ter
correctement les donne´es cluster, car elle fournit les amplitudes des diverses fluc-
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tuations ainsi que les transferts d’e´nergie de l’antenne vers le milieu propagatif. Cela
permet e´galement de valider ou d’infirmer le mode`le de description choisi (MHD ou
the´orie cine´tique).
Le proble`me de la re´ponse d’un syste`me a` un excitateur ne´cessite cependant
la mise en œuvre de techniques mathe´matiques, certes classiques, mais rarement
comple`tement exploite´es dans notre domaine : transforme´es de Laplace et de Fou-
rier, fonction de Green et inversion des transforme´es a` l’aide d’inte´grales dans le plan
complexe. Ces outils ont e´te´ de´taille´s au chapitre 4 et dans les annexes B et C. La
me´thode propose´e dans cette the`se se veut ne´anmoins tre`s ge´ne´rale et peut servir
de base pour d’autres e´tudes similaires. Nous rappelons brie`vement les diffe´rentes
e´tapes du raisonnement. Apre`s avoir pre´cise´ un mode`le d’e´quilibre pour la couche
de courant (le mode`le de la couche de Harris isotherme), ainsi que les conditions
aux limites, nous avons line´arise´ les e´quations de la MHD ide´ale et effectue´ sur les
grandeurs une transforme´e de Laplace en temps et une transforme´e de Fourier dans
l’espace. La transforme´e de Laplace est ici un outil essentiel, car d’une part elle
respecte la causalite´ du proble`me, et d’autre part elle permet de contourner les diffi-
culte´s mathe´matiques apporte´es par les points singuliers. Nous aboutissons alors, en
raison de la non homoge´ne´ite´ du milieu, a` une e´quation diffe´rentielle du second ordre
portant sur la composante transversale du de´placement, et qui constitue la pierre
angulaire de notre travail. L’e´tape suivante consiste en l’introduction de la fonction
de Green du proble`me qui repre´sente la re´ponse impulsionnelle du syste`me. La fonc-
tion de Green est alors multiplie´e par la fonction source (dans notre cas un pulse de
pression thermique), avant d’inverser les transforme´es de Laplace et de Fourier en
inte´grant le de´placement sur un contour du plan ω-complexe qui contourne toutes
les singularite´s de l’inte´grand. Ces singularite´s se distinguent mathe´matiquement en
deux cate´gories : les poˆles et les lignes de branchement. L’interpre´tation physique
de ces points singuliers est e´galement diffe´rente : les poˆles correspondent aux modes
globaux du syste`me, alors que les lignes de branchements, lie´es a` un continuum de
fre´quences propres, conduisent au phe´nome`ne d’absorption re´sonante.
Pour mieux appre´hender le processus d’absorption re´sonante, le chapitre 3 pro-
pose l’e´tude comple`te de la re´ponse d’un condensateur empli d’un die´lectrique non
homoge`ne a` une excitation de courant. Bien que cette e´tude ait apparemment peu de
lien avec la physique des plasmas spatiaux, elle nous a ne´anmoins permis d’e´clairer les
me´thodes mathe´matiques utilise´es dans la suite du me´moire ainsi que les phe´nome`nes
physiques mis en jeu. En effet cet exemple a l’avantage d’eˆtre soluble analytiquement
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jusqu’au bout. Nous avons remarque´ que lorsque le condensateur est alimente´ par
un courant sinuso¨ıdal a` la fre´quence ω0, il existe un transfert unilate´ral d’e´nergie du
ge´ne´rateur vers le condensateur, bien que le die´lectrique non collisionnel ne rece`le
aucune source de dissipation d’e´nergie. Cette apparente contradiction a e´te´ re´solue
en mettant en e´vidence une zone du die´lectrique de plus en plus e´troite au cours du
temps, dans laquelle les oscillations du champ e´lectrique ont une amplitude croissante
dans le temps. Cette re´gion re´sonante correspond a` l’identite´ ω0 = ωp(z), ou` ωp(z)
est la fre´quence plasma locale. Contrairement au condensateur a` vide, le condensa-
teur a` die´lectrique non homoge`ne ne restitue pas au ge´ne´rateur toute l’e´nergie qu’il
rec¸oit ; il l’accumule et la concentre en partie dans une re´gion de plus en plus petite
autour du point re´sonant. C’est la` une des caracte´ristiques principales du phe´nome`ne
d’absorption re´sonante. Ce faisant, en formant de petites e´chelles spatiales, le pro-
cessus d’absorption re´sonante peut cre´er des conditions favorables a` un re´el transfert
d’e´nergie vers le plasma. En effet, les conditions d’ide´alite´ (plasma non collisionnel)
peuvent ne plus eˆtre valables dans ces re´gions de forte densite´ d’e´nergie et des pro-
cessus dissipatifs peuvent alors apparaˆıtre. On s’attend donc a` ce que ces zones de
re´sonance soient les lieux privile´gie´s pour une absorption effective d’e´nergie.
Revenant a` la physique spatiale, nous nous sommes ensuite concentre´s sur la
re´ponse de la queue magne´tosphe´rique terrestre a` un pulse de pression thermique
dont l’origine n’est pas de´crite par les e´quations de la MHD et qui constitue l’antenne
excitatrice du proble`me. La structure nord-sud de la queue est mode´lise´e par un profil
de Harris qui est une solution d’e´quilibre 1-D du syste`me, exacte autant en MHD
qu’en the´orie cine´tique. Ce profil tient compte de l’annulation du champ magne´tique
sur la couche neutre et de son renversement d’un lobe a` l’autre. Nous nous sommes
restreints aux perturbations bidimensionnelles de cette couche de Harris. L’e´tude est
divise´e en deux parties. Dans le chapitre 5, nous nous sommes inte´resse´s aux modes
globaux de la queue et au couplage entre ces modes et l’excitateur. En revanche,
au chapitre 6, l’analyse s’est concentre´e sur les modes continus de la queue et le
phe´nome`ne d’absorption re´sonante. Ces deux parties se comple`tent et offrent une
vue globale de la propagation des ondes magne´tohydrodynamiques dans les plasmas
non homoge`nes structure´s par un champ magne´tique de type Harris. D’autre part, ce
travail fait l’objet des deux articles joints en annexe parus dans le JGR en novembre
2002.
Concernant les modes globaux de la queue magne´tosphe´rique, nous avons cal-
cule´ nume´riquement les relations de dispersion avec des parame`tres raisonnables pour
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la couche – demi-e´paisseur de 1RT =6400 km, vitesse du son de 400 km/s et rapport
de densite´ entre la couche neutre et les lobes de 100. Les modes globaux se distinguent
par leur structure spatiale dans la direction (Oz) de non homoge´ne´ite´. Certains modes
sont pairs (dont le fondamental) et conduisent a` une topologie magne´tique de type
kink. D’autres au contraire sont impairs et correspondent a` une topologie de type sau-
sage. Nous avons constate´ que le premier harmonique correspond a` une valeur plutoˆt
e´leve´e de la fre´quence, de l’ordre de 20 mHz, c’est a` dire a` des oscillations de pe´riode
d’environ une minute. Le mode fondamental posse`de des pe´riodes plus longues at-
teignant plusieurs minutes. Naturellement, les parame`tres de la couche peuvent eˆtre
ajuste´s pour expliquer des perturbations de pe´riodes encore plus longues. Cependant,
il semble clair qu’avec les parame`tres choisis, une forme raisonnable d’excitateur et
des longueurs d’onde acceptables, des pe´riodes supe´rieures a` 10 minutes ne peuvent
pas s’interpre´ter dans le cadre de la magne´tohydrodynamique line´aire. Par ailleurs
nous avons conside´re´ deux cas d’excitateurs. Tous les deux sont des pulses gaussiens
de pression, mais le premier est centre´ sur la couche neutre, alors que le deuxie`me
est excentre´. Dans le premier cas, seuls les harmoniques impairs sont excite´s et le
premier harmonique occupe une part largement pre´dominante. En revanche, dans le
second cas, tous les harmoniques sont excite´s, en particulier le fondamental, ce qui
permet d’obtenir des oscillations de plus longue pe´riode et une topologie du champ
magne´tique plus complexe. De manie`re ge´ne´rale, nous avons montre´ que la re´ponse
de la queue a` un pulse gaussien peut se diviser en deux parties : un signal quasi-
monochromatique de longueur d’onde plutoˆt e´leve´e (∼ 40RT ) se propage rapidement
a` la vitesse d’Alfve`n dans les lobes ve ≃ 4500 km/s ; il est suivi par un paquet d’ondes
forme´ de longueurs d’onde plus courtes (quelques RT ) et se propageant au minimum
de la vitesse de groupe, c’est a` dire environ a` 0.8 fois la vitesse du son. Toutefois, ce
re´sultat de´pend de la ge´ome´trie de l’excitateur. L’e´tude du couplage entre le pulse
gaussien et les modes propres re´ve`le qu’un pulse dont la taille caracte´ristique est tre`s
supe´rieure aux dimensions de la couche se connecte sur une petite plage de longueurs
d’onde de l’ordre de plusieurs dizaines de rayons. Nous n’observons alors qu’une on-
dulation monochromatique de la couche avec une forte dispersion du pulse initial. En
revanche, lorsque le pulse excitateur a des dimensions de l’ordre de celles de la couche,
le signal s’enrichit en longueurs d’onde plus courtes et la dispersion du paquet d’ondes
est moins accentue´e, mais l’amplitude du signal est plus faible. Plus ge´ne´ralement,
nous pouvons remarquer, que dans tous les cas de figure, l’amplitude des fluctuations
e´mises reste extreˆmement modeste compare´e a` l’intensite´ du pulse initial. En d’autres
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termes, le couplage entre un pulse de pression thermique et les modes discrets de la
MHD est plutoˆt faible. Typiquement, les de´placements atteignent quelques centaines
de kilome`tres et les fluctuations du champ magne´tique et de pression sont de l’ordre
de quelques pour cent des champs a` l’e´quilibre.
L’e´tude de la re´ponse de la queue magne´tique est comple´te´e dans le chapitre 6
de´die´ aux modes continus. La non homoge´ne´ite´ de la vitesse d’Alfve`n dans le milieu
fait apparaˆıtre un continuum de fre´quences cusp analogue a` celui du condensateur
examine´ au chapitre 3. Les signaux se propageant dans un tel domaine de fre´quence
de´croissent au cours du temps par suite du phe´nome`ne d’absorption re´sonante. Notre
objectif dans cette partie est double :
1. estimer les e´chelles typiques spatiale et temporelle du processus d’absorption,
2. e´valuer la quantite´ d’e´nergie qu’un pulse de pression est capable de transfe´rer
a` la couche de plasma.
En ce qui concerne le premier point, le calcul the´orique pre´voit un comportement
asymptotique en 1/t pour la de´croissance temporelle des perturbations. Ce re´sultat
the´orique a e´te´ confirme´ par notre calcul nume´rique qui se trouve ainsi valide´. En
revanche, le calcul the´orique ne nous donne aucune information sur l’e´volution initiale
du signal. Le calcul nume´rique pre´sente´ dans ce me´moire comble cette lacune. En
effet, nous avons vu que l’efficacite´ du processus de´pend fortement de la position
dans la couche et de la longueur d’onde. Dans le cas d’un pulse initial forme´ de
courtes longueurs d’onde, il existe une nette diffe´rence dans l’absorption du signal
selon la position dans la couche. Au voisinage de la couche neutre z = 0, le processus
d’absorption est tre`s efficace. Nous avons vu que dans ce cas 80% de l’e´nergie initiale
disparaˆıt au bout de 4 minutes. En revanche, plus loin dans les lobes, le signal de´croˆıt
beaucoup plus lentement, sur une e´chelle temporelle de l’ordre de la demi-heure. On
s’attend donc a` observer des fluctuations sur les bords de la couche et un chauffage
plus localise´ du plasma au centre. Dans le cas d’un pulse gaussien de grande extension
spatiale, le processus d’absorption est davantage uniforme dans la couche. On a note´
que, dans ce cas, il faut environ 8 minutes pour absorber 80% de l’e´nergie initialement
de´pose´e. Ainsi, au centre de la couche, le processus d’absorption est moins efficace
avec un excitateur de grande extension spatiale. Plus pre´cise´ment, nous pouvons
conclure que si l’e´chelle spatiale caracte´ristique ∆L du pulse initial est de l’ordre de
l’e´paisseur de la couche a, les perturbations sont rapidement absorbe´es au centre de
la couche et persistent plus longtemps sur les bords. La conversion d’e´nergie s’effectue
sur une distance moyenne de l’ordre de 20 rayons terrestres. Par contre, si l’excitateur
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posse`de une extension spatiale supe´rieure a` l’e´paisseur de la couche, les perturbations
de´croissent beaucoup plus lentement dans le temps et de manie`re uniforme dans la
couche.
Concernant la quantite´ d’e´nergie transfe´re´e au plasma, nous avons remarque´
que le couplage entre le pulse initial et la couche de plasma e´tait extreˆmement faible
dans le domaine des grandes longueurs d’onde. L’amplitude des fluctuations atteint
difficilement 0.1% de la valeur des grandeurs a` l’e´quilibre pour un pulse de pres-
sion dont l’amplitude est e´gale a` la pression magne´tique dans les lobes. Le transfert
d’e´nergie qui en re´sulte est totalement ne´gligeable. En revanche, avec un excitateur
forme´ de longueurs d’onde plus courtes, de l’ordre de l’e´paisseur de la couche, le
transfert d’e´nergie est beaucoup plus efficace. Nous avons estime´ que l’e´nergie ther-
mique du plasma pouvait augmenter d’environ 10% sur une distance de l’ordre de
20 rayons terrestres. Ce re´sultat doit donc pouvoir eˆtre mesurable sur les donne´es
expe´rimentales.
La dernie`re partie de ce me´moire propose une application du mode`le pre´sente´
dans les chapitres pre´ce´dents a` l’analyse d’un e´ve´nement cluster. Lors du passage
du te´trae`dre dans la queue magne´tique proche le 22 aouˆt 2001, nous avons observe´ un
certain nombre d’oscillations basse fre´quence du champ magne´tique. Graˆce au mode`le
the´orique, nous avons pu pre´dire les pe´riodes caracte´ristiques des fluctuations MHD
que l’on peut attendre dans une telle couche de courant et les comparer aux donne´es.
Ainsi le mode`le the´orique permet une premie`re classification des diverses fluctuations
observe´es. Nous pouvons maintenant distinguer les oscillations qui rele`vent d’une
description MHD et celles qui requie`rent un mode`le plus perfectionne´. Dans le cas
pre´sent, nous avons isole´ une courte pe´riode durant laquelle les oscillations posse`dent
des fre´quences compatibles avec celles du mode`le MHD. Afin de mettre en e´vidence un
e´ventuel mode propre de la couche, nous avons poursuivi l’analyse en reconstruisant
la couche de plasma a` partir des mesures de cluster. Les fluctuations observe´es
s’apparentent a` un mode de type kink dont la pe´riode est cohe´rente avec celle du mode
fondamental pour une longueur d’onde de quelques rayons terrestres. Cependant,
l’e´tude des pressions nous a montre´ qu’il s’agit davantage de l’excitation re´sonante de
la couche a` des perturbations de pression d’origine exte´rieure que la propagation d’un
mode propre du syste`me. Toutefois, cette e´tude permet de pre´ciser le type de mode`le
(MHD, bifluide ou the´orie cine´tique) le mieux adapte´ pour de´crire la physique de la
couche, ce qui constitue un point potentiellement important.
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Ainsi, un travail notable d’analyse des donne´es cluster est encore a` re´aliser
pour mettre en e´vidence la propagation des modes propres globaux de la queue
magne´tosphe´rique terrestre. De meˆme, il serait inte´ressant de pouvoir identifier les
modes continus qui se propagent a` la vitesse cusp et d’en e´tudier les conse´quences sur
la dynamique des particules. En outre, les donne´es cluster permettront a` l’avenir
de contraindre davantage le mode`le the´orique qui pourra faire l’objet de nombreux
raffinements.
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Annexe A
Ondes MHD dans un plasma
uniforme
Cette premie`re annexe e´tablit les relations de dispersion des ondes MHD se
propageant dans un plasma homoge`ne de champ magne´tique uniforme. Les vitesses
de groupes des trois modes de la MHD sont e´galement calcule´es et leur diagramme
est discute´.
Les ondes magne´tohydrodynamiques sont les solutions des e´quations e´crites au
chapitre 4. Nous partons d’une situation d’e´quilibre ou` le plasma est au repos et
globalement neutre avec une densite´ ionique uniforme N . Le champ magne´tique B0
est e´galement uniforme et dirige´ suivant l’axe (O, x). Pour e´tablir les proprie´te´s des
ondes pouvant se propager dans ce milieu, on line´arise les e´quations MHD (e´quations
(4.4) a` (4.7) du chapitre 4) au premier ordre par rapport aux perturbations. De plus
on suppose une variation spatio-temporelle de toutes les grandeurs physiques du type
exp(iωt−kxx−kzz). Quitte a` changer de repe`re, on peut supposer que k est contenu
dans le plan (Oxz). Nous obtenons alors pour les composantes du de´placement du
plasma (voir par exemple Kivelson, 1995) :
[ω2 − k2v2s cos2 θ]ξx − k2 cos θ sin θξz = 0, (A.1)
[ω2 − k2v2A cos2 θ]ξy = 0, (A.2)
−k2 cos θ sin θξx + [ω2 − k2v2A − k2v2s cos2 θ]ξz = 0, (A.3)
ou` vs et vA sont les vitesses du son et d’Alfve`n dans le milieu et θ l’angle entre les
vecteurs B0 et k. Pour que ce syste`me admette une solution non triviale, il faut que
son de´terminant soit nul, ce qui nous conduit a` la relation de dispersion suivante :
[ω2 − k2v2A cos2 θ][ω2 − k2v2R][ω2 − k2v2L] = 0, (A.4)
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Il existe donc trois modes de propagation distincts :
– mode d’Alfve`n transversal : ω = ±kvA cos θ,
– mode magne´tosonore rapide : ω = ±kvR (signe +),
– mode magne´tosonore lent : ω = ±kvL (signe -).
En ce qui concerne le mode d’Alfve`n, les e´quations (A.1) a` (A.3) imposent que ξx =
ξz = 0 et ξy est quelconque. Il est facile de montrer e´galement que bx = bz = 0 et
by quelconque, de meˆme que le mode d’Alfven n’affecte pas la densite´ du plasma.
L’effet de cette onde est simplement de tordre les lignes de champ magne´tique dans
une direction a` la fois perpendiculaire a` B0 et a` k. De plus ce mode se propage a` la
vitesse de phase vA cos θ. Les modes magne´tosonores, au contraire, modifient a` la fois
le champ magne´tique et la pression du plasma. On parle de modes compressionnels.
Afin d’analyser plus en de´tail la propagation de ces modes, il est instructif de
repre´senter le diagramme des vitesses de groupe pour ces trois modes. La vitesse de
groupe est de´finie par ses deux composantes paralle`le et perpendiculaire a` B0 :
vg‖ =
∂ω
∂kx
et vg⊥ =
∂ω
∂kz
. (A.6)
Nous pouvons alors dresser le tableau suivant, fournissant les diverses expressions de
la vitesse de groupe pour les trois modes :
vg‖ vg⊥
Mode
d’Alfve`n
vA 0
Mode rapide vR cos θ

1 + sin2 θ v2c
v2
R
1
1−2
v2
R
v2
A
+v2s

 vR sin θ

1− cos2 θ v2c
v2
R
1
1−2
v2
R
v2
A
+v2s


Mode lent vL cos θ

1 + sin2 θ v2c
v2
L
1
1−2
v2
L
v2
A
+v2s

 vL sin θ

1− cos2 θ v2c
v2
L
1
1−2
v2
L
v2
A
+v2s


La figure A.1 illustre la propagation des fronts d’onde des modes MHD excite´s
par une source infiniment localise´e a` l’origine du plan (xOz) a` un certain instant
arbitraire. En effet, par de´finition, un paquet d’ondes se de´place dans l’espace a` la
vitesse de groupe vg. Au bout d’un temps T , la perturbation s’est propage´e sur une
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Fig. A.1 Diagramme des vitesses de groupes pour les trois modes MHD
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distance vg(θ)T le long d’une droite incline´e d’un angle θ par rapport au champ
magne´tique. On a par ailleurs suppose´ que vs < vA.
Nous observons que le mode rapide se propage de manie`re quasiment isotrope,
alors que les modes lent et alfve´nique sont tre`s anisotropes. A vrai dire, le mode
d’Alfve`n se propage sans dispersion. Un point source localise´ initialement a` l’origine
demeure un point apre`s un de´placement a` la vitesse vA le long du champ magne´tique.
La figure A.1 re´ve`le l’existence d’un point particulier dans la propagation du mode
lent : ce que les Anglo-saxons appellent le ”cusp” (sommet en franc¸ais) qui se propage
a` la vitesse vc = vAvs/
√
v2A + v
2
s le long du champ magne´tique. La vitesse cusp est
en fait la limite quand θ tend vers π/2 de la vitesse de groupe paralle`le du mode
lent. La composante perpendiculaire de la vitesse de groupe s’annule en ce point. On
comprend alors pourquoi la vitesse cusp peut donner lieu a` une re´sonance dans les
e´quations du chapitre 4 pour un plasma non homoge`ne, car la ge´ome´trie particulie`re
du diagramme au voisinage du cusp implique que l’e´nergie du mode lent se de´place
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essentiellement le long du champ magne´tique pour une large plage d’angles θ.
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Annexe B
La transformation de Laplace
Dans cette seconde annexe, nous de´finissons la transformation de Laplace, sa
formule d’inversion et nous donnons quelques exemples de transforme´e.
B.1 De´finition et premie`res proprie´te´s de la trans-
forme´e de Laplace
Soit f une fonction de la variable t, suffisamment re´gulie`re pour eˆtre inte´grable
sur [0 +∞[. On suppose en outre que f(t) = 0 pour t < 0.
Par de´finition, la transforme´e de Laplace de f est la fonction de la variable ω
suivante :
fˆ(ω) =
∫ +∞
0
f(t) eiωt dt. (B.1)
On notera e´galement fˆ = T L[f ].
Pour assurer la convergence de l’inte´grale en l’infini, il est ne´cessaire que ω soit
complexe avec une partie imaginaire ℑ(ω) strictement positive. En re`gle ge´ne´rale,
la fonction fˆ est analytique dans tout le plan ω-complexe a` l’exception de certains
points appele´s singularite´s. Il peut s’agir de poˆles du type 1/(ω − ω0)n, ou bien de
points de branchement plus complique´s a` traiter (cf. annexe C par exemple).
Transforme´e de Laplace et de´rive´es Il est souvent utile de conside´rer la trans-
forme´e de Laplace des de´rive´es de f . Par un calcul e´le´mentaire, il vient :
T L[f ′] = −f(0)− iωT L[f ], (B.2)
T L[f ′′] = −df
dt
(0) + iωf(0)− ω2T L[f ]. (B.3)
Prenons un exemple simple : le circuit (L,C). L’e´quation diffe´rentielle satisfaite
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par la charge q du condensateur est
d2q
dt2
+ ω20q = 0 avec ω
2
0 =
1
LC
.
Notons qˆ la transforme´e de Laplace de q, en utilisant (B.3) l’e´quation diffe´rentielle
devient
(ω20 − ω2)qˆ =
dq
dt
(0)− iωq(0).
C’est une simple e´quation alge´brique sur qˆ qui de´pend des conditions initiales, charge
du condensateur et intensite´ du courant a` t = 0.
L’inte´reˆt de la transforme´e de Laplace est donc de transformer une e´quation
diffe´rentielle en une e´quation alge´brique plus simple a` re´soudre et qui tient compte
des conditions initiales du proble`me. Il est bien e´vident que re´soudre l’e´quation
diffe´rentielle du second ordre de l’oscillateur harmonique par cette me´thode revient
a` e´craser une mouche avec un bulldozer ! Cependant, pour un syste`me aux de´rive´es
partielles couple´, la transformation de Laplace devient tre`s utile, voire indispensable
pour re´soudre le proble`me.
B.2 Transforme´es de Laplace de fonctions usuelles
Voici un tableau re´sumant les transforme´es de Laplace de fonctions usuelles qui
se calculent sans difficulte´ en appliquant directement la de´finition :
f(t) fˆ(ω)
δ(t) 1
H(t) − 1
iω
H(t) cos(ω0t)
iω
ω2−ω20
H(t) sin(ω0t)
ω0
ω20−ω
2
H(t)e−
t
τ
τ
1−iωτ
H(t) t
τ
e−
t
τ
τ
(1−iωτ)2
B.3 Le calcul de la transforme´e inverse de Laplace
Re´ciproquement, on peut obtenir la fonction f a` partir de sa transforme´e fˆ par
la formule d’inversion suivante :
f(t) =
∫
C
fˆ(ω) e−iωt dω, (B.4)
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B.3. LE CALCUL DE LA TRANSFORME´E INVERSE DE LAPLACE
ou` C est un contour dans le demi-plan supe´rieur ω-complexe passant au-dessus de
toutes les singularite´s de la fonction fˆ . Le calcul de cette inte´grale de contour s’effectue
en refermant le contour C.
Illustrons la me´thode pour le circuit LC. Nous avions de´river l’e´quation :
qˆ(ω) =
q˙0 − iωq0
ω20 − ω2
.
Supposons qu’a` t = 0, le condensateur porte une charge Q0 et l’intensite´ du cou-
rant est nulle. Nous reconnaissons dans l’expression de qˆ, la transforme´e de La-
place de la fonction H(t) cos(ω0t), si bien que nous avons directement la solution
q(t) = Q0 cos(ω0t)H(t). Il n’est cependant pas toujours e´vident de reconnaˆıtre une
transforme´e de Laplace et nous allons calculer a` nouveau q(t) en suivant la me´thode
ge´ne´rale de l’inte´grale de contour.
La fonction qˆ posse`de deux points singuliers : deux poˆles simples en ±ω0, situe´s
sur l’axe ω-re´el. Le contour C est donc une droite paralle`le a` l’axe re´el et situe´e au-
dessus. On referme ce contour par un demi-cercle de rayon infini. Pour des raisons de
convergence, le demi-cercle est situe´ dans le demi-plan supe´rieur pour t < 0 et dans
le demi-plan infe´rieur pour t > 0.
Pour t < 0, le contour ferme´ n’encercle aucune singularite´ de qˆ qui est analytique
dans le demi-disque entier. Par un the´ore`me ge´ne´ral sur les inte´grales des fonctions
analytiques, q(t) = 0. En revanche pour t > 0, le contour encercle les deux poˆles ±ω0.
Nous pouvons donc appliquer le the´ore`me des re´sidus :∫
Γ
qˆ(ω) e−iωt dω = −2iπ
∑
Res(qˆ(ω)e−iωt,±ω0).
La contribution du demi-cercle est nulle lorsque le rayon du cercle tend vers l’infini,
donc l’inte´grale sur Γ est e´gale a` l’inte´grale sur C. Le calcul des re´sidus conduit
e´videmment a` la formule q(t) = Q0 cos(ω0t).
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Annexe C
La fonction logarithme complexe
Cette annexe de´finit la fonction logarithme de la variable complexe. On sait
que l’e´quation ex = X d’inconnue re´elle x admet une unique solution pour tout
re´el strictement positif X. Cette solution est appele´e logarithme ne´pe´rien de X :
x = ln(X).
La ge´ne´ralisation du logarithme au cas des nombres complexes revient donc a`
conside´rer le proble`me suivant : e´tant donne´ un nombre complexe Z, existe-t-il un
nombre complexe z tel que ez = Z ? Pour re´soudre cette e´quation, posons z = x+ iy
et Z = Reiθ avec R > 0. L’e´galite´ des modules et des arguments impose :
x = lnR,
y = θ + 2kπ k entier.
Il y a donc une infinite´ de solutions car tous les nombres complexes de la forme
z = lnR + i(θ + 2kπ), ou` θ est un argument quelconque de Z conviennent.
Fig. C.1 De´finition du logarithme complexe : la ligne rouge est une ligne de bran-
chement et log(z) = ln |z|+ iθ.
M(z)
ℜ(z)
ℑ(z)
O+iπ
−iπ
θ
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Contrairement a` la fonction logarithme ne´pe´rien qui est une bijection de R∗+ dans
lui-meˆme, le logarithme complexe associe a` tout nombre complexe Z une infinite´ de
nombres complexes z. Elle n’est donc pas, en toute rigueur, une fonction de C dans
C. On parle plutoˆt de fonction multivalue´e.
Nous allons ne´anmoins montrer que l’on peut de´finir une fonction analytique,
note´e log z dans un certain domaine du plan complexe. Pour ce faire, on conside`re le
plan complexe prive´ du demi-axe re´el ne´gatif. Cette ligne s’appelle une coupure ou
une ligne de branchement. L’argument d’un nombre complexe z est alors de´fini de
manie`re classique : il est e´gal a` la mesure principale (entre −π et +π) de l’angle que
fait la demi-droite (OM) avec l’axe (Ox) (voir figure C.1). On pose alors pour tout
z = reiθ log z = ln r+ iθ. Avec cette de´finition, log est bien une fonction au sens usuel
du terme et on montre que cette fonction est analytique dans tout le plan complexe
prive´ de l’axe re´el ne´gatif. En particulier, nous avons la relation d log z/dz = 1/z pour
tout nombre complexe z.
On constate cependant que, de part et d’autre de la ligne de branchement, la
partie imaginaire du logarithme est discontinue : elle vaut iπ au-dessus de l’axe re´el
ne´gatif et −iπ en dessous.
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Annexe D
Solution de l’e´quation maˆıtresse
dans le cas d’une couche a` gradient
line´aire
Dans cette annexe, on se propose de re´soudre l’e´quation diffe´rentielle maˆıtresse
(4.18) dans le cas d’une couche de courant a` gradient line´aire. L’e´quation posse`de
alors une solution analytique que l’on peut e´crire explicitement, ce qui est inte´ressant
d’un point de vue the´orique.
Conside´rons donc une couche de plasma non homoge`ne d’e´paisseur a et infinie
dans les directions (x, y). Elle est baigne´e dans un champ magne´tique paralle`le a`
l’axe (Ox) et son intensite´ varie line´airement avec la troisie`me coordonne´e z. De
meˆme, la densite´ du plasma varie line´airement avec z, de fac¸on a` respecter l’e´quilibre
isotherme de la couche. On suppose enfin que les perturbations MHD se propagent
dans la couche selon la direction (Ox), c’est a` dire que l’on impose ky = 0.
L’e´quation diffe´rentielle qui re´git la propagation de ces perturbations s’e´crit (cf.
e´quation (4.18)) :
d
dz
[
fω,k(z)
dξz
dz
]
+ gωk(z)ξz = 0, (D.1)
avec
fω,k(z) = ρeq(z)
(
v2s + v
2
A(z)
) ω2 − k2v2c
ω2 − k2v2s
, (D.2)
gω,k(z) = ρeq(z)
(
ω2 − k2v2A(z)
)
. (D.3)
Il faut de plus pre´ciser les conditions aux limites associe´es a` cette e´quation. Pour
simplifier, nous prendrons des conditions de Dirichlet : on pose ξz = 0 en z = 0 et en
z = a.
Il est facile de voir que si ρeq et Beq, i.e. ρeqv
2
A varient line´airement avec z, il en
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est de meˆme pour les coefficients f et g que l’on peut e´crire en toute ge´ne´ralite´ :
fω,k(z) = Aω,kz +Bω,k gω,k(z) = Cω,kz +Dω,k, (D.4)
ou` les 4 coefficients A, B, C et D sont fonction uniquement de la pulsation ω et du
vecteur d’onde k. On suppose que ni A ni C ne s’annule et on effectue le changement
de variable :
Z = −2i
√
C
A
(
z +
B
A
)
. (D.5)
L’e´quation (D.1) devient alors :
d
dZ
[
Z
dξz
dZ
]
+
(
i
2
DA−BC
A
√
AC
− Z
4
)
ξz = 0. (D.6)
On pose ensuite ξz = Ξ(Z) exp(−Z2 ) et on de´duit l’e´quation diffe´rentielle
ZΞ′′ + (1− Z)Ξ′ −KΞ = 0, (D.7)
ou`
K(ω, k) =
1
2
− i
2
DA−BC
A
√
AC
. (D.8)
L’e´quation diffe´rentielle obtenue s’appelle e´quation de Kummer, ses solutions
s’expriment a` l’aide des fonctions hyperge´ome´triques confluentesM et U (Abramowitz
et Stegun, 1970) :
Ξ(Z) = αM(K|1|Z) + βU(K|1|Z). (D.9)
Finalement, la solution de l’e´quation diffe´rentielle (6.1) s’e´crit donc
ξz = [αM(K|1|Z) + βU(K|1|Z)] e−Z/2. (D.10)
Les constantes α et β sont de´termine´es par les conditions aux limites en z = 0 et en
z = a.
Remarque : Le calcul pre´ce´dent repose sur l’hypothe`se A et C non nuls. Si l’un
de ces coefficients s’annule (pour une valeur particulie`re de la fre´quence), l’e´quation
diffe´rentielle (D.1) change de nature et ses solutions ne s’expriment plus de manie`re
simple a` l’aide des fonctions hyperge´ome´triques confluentes. Par exemple, si A = 0,
(D.1) est alors une e´quation de Bessel : la solution fait intervenir dans ce cas les
fonctions de Bessel J et Y . Cependant par continuite´ des coefficients de l’e´quation
diffe´rentielle, les solutions trouve´es en (D.10) se prolongent vers les solutions obtenues
avec A = 0 ou C = 0.
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Publications
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1411, 2002.
– Fruit G., Louarn P., Tur A. et Le Que´au D., On the propagation of
magnetohydrodynamic perturbations in a Harris-type current sheet. 2. Pro-
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